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El advenimiento de la computadora digital ha hecho necesaiio 
reorganizar la teorla de las estructuras en forma de matriz. Ahora el 
L enfasis esta sobre los metodos de analisis de flexibilidad y rigidez, j 

^ que estan considerados como los mas fundamentales y completos de ; |j 

todas las teorlas existentes. Estos dos metodos complementarios son l i; 
especialmente adecuados para la formulacion de matrices y el calcu- N 

lo automatico. ‘ ‘ I 

La presente obra, escrita como libro de texto para estudiantes 
universitarios, trata del analisis de estructuras reticulares por el me- 
( • todo de matrices. El material se ha utilizado en cursos que los autores 

han desarrollado en un periodo que abarca varios anos. La mate- „ 

' - ria ha sido impartida a estudiantes tanto no graduados como gradua- 

' dos, los que han demostrado gran entusiasmo. 

El primer capitulo y los apendices cubren ciertos aspectos fun- * • . 
damen tales sobre el analisis estructural, siendo este material un re- 
quisite para la parte principal del libro. Quienes hayan estudiado 
previamente la teoria de las estructuras encontraran que este mate- \ 

rial es principalmente de repaso; sin embargo, quienes estudian por ,: j 

primera vez la teorla de las estructuras, encontraran que es necesa- * ' j 

rio familiarizarse a conciencia con estos temas basicos. .* j 

Los metodos de flexibilidad y rigidez se estudian y comparan en . 

el Cap. 2, y se dan numerosos ejemplos ilustrativos de ambos meto- : ; 1 

f , dos. En los Caps. 3 y 4 se ampllan los conocrmientos sobre cada uno 
de los metodos y se entra en mas detalle. En el Cap. 5 se presentan 
problemas de calculo para el analisis de las estructuras reticulares 
(' mediante el metodo de la rigidez. Para conservar el enfasis de los 
temas fundamentales en los primeros capitulos, se posponen miL 
chos temas especiales para el Cap. 6. Por lo tanto, en dicho capitulo 
( se consideran temas como los de miembros no prismaticos, efec- 

tos de temperatura y conexiones elasticas. Todos estos temas pueden 
estudiarse como modificaciones a los procedimientos basicos decri- 
( tos en los capitulos anteriores. 

/ A1 final de algunos de los capitulos se dan problemas de ejercicio, 

que por lo general van colocados en orden de dificultad. A1 final del 
libro se encontraran referencias para estudios posleriores, respues- 
( tas a. todos los problemas y apendice, con valiosas tablas de infor- 

macion. 
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CAPITULO 1 

CONCEPTOS ELEMENTALES DEL ANALISIS 
ESTRUCTURAL 


1.1. Introduccion. Los metodos de la flexibilidad y la rigidez paicy 
el analisis estructural son el tema principal de este libro. Son los 
metodos fundamentales disponibles para el analista estructural y son 
aplicables a estructuras de todos tipos. Sin embargo, solo se discuti- 
ran en este libro (como se describe en el siguiente articulo ) _Ias_es- 
f-nictnras reticulares^ 

Antes de empezar la discusion de los metodos de la flexibilidad 
y la rigidez, consideraremos varios temas preliminares. Estos temas 
incluyen una description de ! los tipos de estructur a en estudio y dis- 
cusiones de varios conceptos, tales como accio nes, despl azajrneritns , 
indetermination estatica . indetermin acion cinematica , flmubibjiades 
yjagideces, .. 

1.2. Tipos de estructuras reticulares. Todas las estructuras que se 
analizan en capitulos posteriores se llaman estnictuTCLs TCticulare s y 
pueden dividirse en seis categorlas : vigas, arruaciur as planas, arma- 
duras^en el espacio, inarcos pianos, parri llas y marcos^ rueLespacio. 
EstoTtip^Te^s&cturas se ilustran' en la Fig. 1-1 y posteriormente 
se describen en detalle. Estas categorlas fueron escogidas debido a 
que cada una representa una clase de estructura con caracteristicas 
especiales. Aun mas, como los principios basicos de los metodos de 
la flexibilidad y la rigidez son los mismos para todos los tipos de es- 
tructuras, los analisis de estas seis categorias son lo suficientemente 
diferentes en detalles que garantizan las discusiones separadas de 
ellas. 

Cada estructura reticular esta formada de miembros que son 
largos en comparacion con las dimensiones de su seccion transversal. 
Los nudos de una estructura reticular son puntos de interseccion de 
los miembros, asi como puntos de apoyo de los miembros de extre- 
mos libres. Ejemplos de nudos son los puntos A, B, C y D de las Figs. 
1-la y 1-1 d. Los apoyos pueden estar empotrados o fijos, como el 
soporte A en la viga de la Fig. 1-la, o articulados, como se muestra 
en el soporte A en el marco piano de la Fig. 1-ld, o pueden ser apoyos 
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deslizantes, ilustrados por los apoyos B y C de la Fig. 1-la. En casos 
especiales las conexiones entre miembros o entre miembros y apoyos 
pueden ser elasticas (o semirrlgidas). Sin embargo, la discusion de 
esta posibibdad se hara posteriormente (veanse los Arts. 6.7 y 6.10). 
Las cargas en una estructura reticular pueden ser fuerzas concentra- 
das, cargas distribuidas o pares^ 

Consideremos ahora la caracteristica principal de cada tipo de 
estructura mostrada en la Fig. 1-1. Una yiga (Fig. 1-la) esta forma- 
da por un miembro recto que tiene uno o mas puntos de apoyo, tales 
como los puntos A, B y C. Las fuerzas que se aplican a una viga se 
supone que actiian en un piano que contiene un eje de simetria de 
la seccion transversal de la vig a (un eje de simetria es tambien un 
eje principal de la seccion transversal). Aun mas, todos los pares 
exteriores que actuan sobre la viga tienen su vec.tor.es, jj e momen to 
normales a este piano, y la viga se defom ia-£n--elHmsmQ--nla-no (el 
-piano de flexion ) y no sufre tor sion. (El caso de una viga que no 
satisface este criterio se discute en el Art. 3-11). En cualquier sec- 
cion de la viga pueden existir esfuerzos intemos y, en el caso ge- 
neral, pueden incluir una fuerza axial, una fuerza cortante y un par 
de flexion. 

Una armadura plana (Fig. 1-lb) se idealiza como un sistema de 
miembros en un piano e interconectados en juntas articuladas. Todas 
las fuerzas aplicadas se consideran actuando en el piano de la es- 
tructura, y todos los pares extemos tienen sus vectores de momentos 
normales al piano, justo como en el caso de la viga. Las cargas pub- 
den consistir de fuerzas concentradas aplicadas en los nudos, asi co- 
mo cargas que actuan en los propios miembros. Para propositos de 
analisis, las ultimas cargas pueden reemplazarse por cargas estatica- 
mente equivalentes que actuan en las articulaciones. Luego, el ana- 
lisis de una armadura sujeta unicamente a cargas en los nudos dara 
como resultado fuerzas axiales de tension o de compresion en los 
miembros. Ademas de estas fuerzas axiales, existiran momentos fle- 
xionantes y fuerzas cortantes en aquellos miembros que tienen car- 
gas que actuan directamente sobre ellos. La determinacion de tales 
esfuerzos resultantes constituye el analisis completo de las fuerzas 
que actuan en los miembros de una armadura. 

Una armadura en el e spado (vease la Fig. 1-1 c) es similar a una 
armadura plana, excepto que los miembros pueden tener cualquier 
direccion en el espacio. Las fuerzas que actiian en una armadura en 
el espacio pueden tener direcciones arbitrarias, pero cualquier par 
que actua en un miembro debe tener su vector de momento perpen- 
dicular al eje del miembro. La razon de este requerimiento es que 
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un miembro de una armadura es inc apaz de soportar un momento 
^tor sion ant e^— 

Un marco en el piano (Fig. 1-ld) esta compuesto de miembros 
en un solo piano y que tienen su eje de simetria en el mismo (como 
es el caso de una viga). Los nudos entre los miembros (tales co- 
mo los nudos B y C) son conexiones rigidas. Las fuerzas que actuan 
en un marco y los desplazamientos del marco estan en el mismo pia- 
no de la estructura; todos los pares que actuan en el marco tienen 
sus vectores de momento normales al piano. Los esfuerzos internos 
resultantes que actuan en cualquier seccion de un miembro de un 
marco piano pueden consistir, en general, de un par de flexion, una 
fuerza cortante y una fuerza axial. 

Una parrilla es una estructura plana compuesta de miembros 
continuos que se intersectan o se cruzan (vease la Fig. 1-le). En el 
ultimo caso, las conexiones entre miembros se consideran a menudo 
como articuladas, en tanto que en el primer caso las conexiones se 
consideran rigidas. En tanto que en un marco piano las fuerzas apli- 
cadas caen to das en el pian o de la estructura, en el caso de una pa- 
rilla todas 1 a^fuei^ la estructura y todos 

los pares tienen sus vectoreTbm-el-pl®io^dela parrilla. Esta orienta- 
tion de la carga puede dar como resultaddjOT^^ asi como flexion 
en algunos de los miembros. Se considera que cada miembro tiene 
dos ejes de simetria-en su seccion transversal, de modo que la flexion 
y la torsion toman lugar independientemente una de la otra (vease 
el Art. 3.11 para una discusion de los miembros asimetricos). 

El ultimo tipo de estructura es un marco en el flTatfo (Fig. 1-lf). 
Los marcos en el ^pfano son el tipo mas general de estructura re- 
ticular, tanto que no hay restricciones en la position de los nudos, 
direcciones de los miembros o direcciones de las cargas. Los miem- 
bros individuales de un marco en el espacio pueden soportar fuerzas 
axiales intemas, pares torsionantes, pares flexionantes en las dos 
direcciones principales de la seccion transversal, y fuerzas cortantes 
en las dos direcciones principales. Se considera que los miembros tie- 
nen dos ejes de simetria en la seccion. transversal, como se explico 
anteriormente para la parrilla. 

Se supone a lo largo de la mayoria de las discusiones subsecuen- 
tes que las estructuras consideradas tienen miembros prismaticos, 
esto es, cada miembro tiene un eje recto y una seccidn transversal 
constante en toda su longitud. Los miembros no prismaticos se tra- 
tan posteriormente mediante una modification del acercamiento ba- 
sico (vease el Art. 6.8). 

1.3. Deformaciones y desplazamientos;. Cuando una estructura esta 
bajo la action de fuerzas, los miembros de ella sufren deformacumes 
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Fig. 1-1. Tipos de estructuras reticulares: (a) viga, (b) armadura plana, (c) 
armadura en el espacio, (d) maxco piano, (e) parrilla y (f) marco en el 

espacio 

(o pequenos cambios en su forma) y, como consecuencia, puntos 
dentro de la estructura se desplazaran hacia nuevas posiciones. En 
general, todos los puntos de la estructura, excepto puntos de apoyo 
inmoviles, sufrii;an dichos desplazamientos. El calculo de estos des- 
plazamientos es una parte esencial del analisis estructural, como se 
vera posteriormente en las discusiones de los metodos de la flexibi- 
lidad y de la rigidez. Sin embargo, antes de considerar los despla- 
zamientos, es necesario primero comprender las deformaciones que 
producen los desplazamientos. 

Para comenzar la discusion, consideremos un segmento de lon- 
gitud arbitraria cortado de un miembro de una estructura reticular, 


como se muestra en la Fig. l-2a, Por simplicidad se considera que la 
barra tiene una seccion transversal circular. En cualquier seccion 
transversal, tal como el extremo de la derecha del segmento, habran 
resultantes de esfuerzo que en el caso general estan formadas por 
tres fuerzas y tres pares. Las fuerzas son la fuerza axial N x y las fuer- 
zas cortantes V„ y V~; los pares son el par torsionante T, y los pares 
flexionantes M v y M~. Notese que los vectores de momentos se mues- 
tran en la figura con flechus con cabeza doble, para distinguirlos de 
los vectores de fuerza. Las deformaciones de la barra pueden anali- 
zarse tomando sepaxadamente cada resultante de esfuerzo y determi- 
nando su efecto sobre un elemento de la barra. El elemento se obtie- 
ne aislando una portion de la barra entre dos> secciones transversales 
separandolas una pequena distancia dx (vease la Fig. l-2a). 

El efecto de la fuerza axial N x sobre el elemento se muestra en la 
Fig. l-2b. Suponiendo que la fuerza actua en el centroide del area 
de la seccion transversal, se encuentra que el elemento se deforma 
uniformemente, y las deformaciones significantes del elemento son 
deformaciones normales a la direction x. En el caso de una fuerza 
cortante (Fig. l-2c) una seccion transversal de la barra se desplaza 
later almente con respecto a la otra. Tambien pueden existir distor- 
siones de las secciones transversales, pero estas tienen un efecto des- 
preciable en la determination de los desplazamientos y se pueden 
ignorar. Un par flexionante (Fig. l-2d) causa una rotation relativa 
de las dos secciones transversales provocando que ya no queden pa- 
ralelas una a la otra. Las deformaciones resultantes en el elemento 
son la direction longitudinal de la barra, y consisten de una contrac- 
tion en el lado de compresion y una extension en el lado de la ten- 
sion. Finalmente, el par torsionante T causa una rotation relativa de 
las dos secciones transversales alrededor del eje x (vease la Fig. l-2e) 
y, por ejemplo, el punto A se desplaza a A'. En el caso de una barra 
circular, la torsion produce solo deformaciones de cortante y las sec- 
ciones transversales permanecen planas. Para otras formas de las 
secciones transversales si ocurriran distorsiones en ellas. 

Las deformaciones mostradas en las Figs. l-2b, l-2c, l-2d y l-2e 
se Hainan deformaciones axial, de cortante, de flexion y de torsion, 
respectivamente. Su evaluation depende de la forma de la seccion 
transversal de la barra y de las propiedades mecanicas del material. 
Este libro trata unicamente de materiales que son elasticos, esto es, 
materiales que siguen la ley de Hooke. Como referenda para estos ma- 
teriales, en el Apendice A, Art. A.l, se dan las diferentes formulas 
para las deformaciones, asi como para los esfuerzos y deformatio- 
nes unitarias en el elemento. 
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Fig. 1-2. Tipos de deformaciones : (b) axial, (c) de cortante, (d) de flexion 

y (e) de torsion 


Los desplazamientos en una estructura estan causados por los 
efectos acumulados de las deformaciones de todos los elementos. 
Hay -variosmodos-de-calcular-estos desplazamientos en las estnictu- 
ras reticulares, dependiendo del tipo de formacion en considera- 
tion asi como del tipo de estructura. Por ejemplo, las deflexiones 
de las vigas en que se consideren unicamente deformaciones por 
flexion pueden encontrarse por integration directa de la ecuacion 
diferencial para flexion de una viga. Otro metodo, que puede utili- 
zarse en todos los tipos de estructuras reticulares incluyendo vigas, 
armaduras, parrillas y marcos, es el metodo de la carga unitaria. En 
ambos de estos metodos, asi como otros de uso comun, se supone 
que los desplazamientos de la estructura son pequenos. Para propo- 
sitos de repaso y referenda conveniente en el libro a seguir, se da 
una breve discusion del calculo de desplazamientos por el metodo 


de la carga unitaria en el Art. A.2 del Apendice A. Ademas, en el 
Art. A.3 se da una tabla de desplazamientos para vigas para diferen- 
tes y comunes condiciones de carga. Ell lector debe estar familiariza- 
do con este material para poder resolver los ejemplos y problemas 
que apareceran despues. 

En cualquier estructura particular bajo investigation, no todos 
los tipos de deformaciones seran significantes en el calculo de los 
desplazamientos. Por ejemplo, en vigas generalmente las unicas de- 
formaciones importantes son las debidas a la flexion, y es usual 
ignorar las deformaciones axiales. Por supuesto, hay situaciones ex- 
cepcionales en las que se requiere que las vigas soporten grandes 
cargas axiales, y bajo dichas circunstancias la deformacion axial 
debe incluirse en el analisis. Tambien es posible que las fuerzas axia- 
les produzcan una action de viga-columna la que tiene un efecto 
no lineal en los desplazamientos (vease el Art. 6.12). 

Para armaduras de los tipos mostrados en las Figs. 1-lb y 1-lc, ' 
el analisis se efectua en dos partes. Si los nudos de la armadura se 
idealizan como articulaciones y si todas las cargas actuan unicamen- 
te en los nudos, entonces el analisis involucra unicamente deforma- 
ciones axiales de los miembros. La segunda parte del analisis es para 
los efectos de las cargas que actuan sobre los miembros entre los 
nudos, y esta parte es esencialmente el analisis de vigas libremente 
apoyadas. Si los nudos de una estructura tipo armadura son real- 
mente rlgidos, entonces los miembros sufren flexion aunque todas 
las cargas actuen en los nudos. En tal caso, las deformaciones por 
flexion pueden llegar a ser importantes,; y en este caso la estructura 
puede analizarse como un marco piano o uno en el espacio. 

En marcos pianos (vease la Fig. 1-ld) las deformaciones signi- 
ficativas son por flexion y axiales. Si los miembros son esbeltos y* 
no estan triangulados en forma de armadura, las deformaciones de 
flexion son mucho mas importantes que las axiales. Sin embargo, 
las contribuciones axiales deben incluirse en el analisis de un marco 
piano si existe alguna duda acerca de su importancia relativa. 

En estructuras de parrilla (Fig. 1-le) las deformaciones por fle- 
xion siempre son importantes, pero las propiedades de las secciones 
trans vers ales de los miembros y el metodo de fabricar los nudos de- 
terminan si se deben o no tomar en consideration las deformaciones 
por torsion. Si los miembros son secciones abiertas de poco espesor, 
tales como vigas I, es probable que sean muy flexibles a la torsion 
y, por lo tanto, que en los miembros no se desarrollen momentos 
torsionantes. Tambien, si los miembros de una parrilla no estan co- 
nectados rigidamente en puntos de intersection, no existira interac- 
cion entre los momentos flexionantes y torsionantes. En cualquiera 
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de. estos casos, solo se necesita tomar en consideration las defcr- 
maciones producidas por flexion, Por otra parte, si los miembros de 
una parrilla son rlgidos a la torsion y estan rlgidamente conectados 
en los puntos de intersection, el analisis debe incluir deformaciones 
por torsion y por flexion. Normalmente, no existen fuerzas axiales 
en una parrilla debido a que las fuerzas son normales al piano de 
ella. Esta situacion es analoga a la de la viga que tiene sus cargas 
perpendiculares al eje, en cuyo caso no soporta fuerzas axiales. Por 
lo tanto, las deformaciones axiales no se incluyen en un analisis de 
una parrilla. 

Los marcos en el espacio (Fig. 1-lf) representan el tipo mas ge- 
neral de estructura reticular, tanto respecto a la geometrla como res- 
pecto a las cargas. Por lo tanto, se sigue que las deformaciones axial, 
por flexion y por torsion pueden entrar todas en el analisis de un 
marco en el espacio, dependiendo de la estructura y de las cargas. 

Las deformaciones producidas por el cortante a menudo son muy 
pequenas en las estructuras reticulares y, por lo tanto, rara vez se 
consideran en el analisis. Sin embargo, sus efectos pueden incluirse si 
fuera necesario en el analisis de una viga, marco piano, parrilla o 
marco en el espacio (veanse los Arts. 3.4 y 6.11). 

Existen otros efectos, tales como cambios en la temperatura y 
deformaciones previas, que pueden ser de importancia al analizar 
una estructura. Estos temas se discuten en capitulos posteriores jun- 
to con los metodos de analisis de la flexibilidad y de la rigidez. 

1.4. Acciones y desplazamientos. Los terminos “accion y despla- 
zamiento” se utilizan para describir ciertos conceptos fundamentales 
en el analisis de estructuras. Una action (llamada algunas veces 
una fuerza generalizada) es llamada mas comunmente fuerza o par. 
Sin embargo, una accion tambien puede ser una combination de 
fuerzas y pares, una carga distribuida o una combination de estas 
acciones. En tales casos combinados, sin embargo, es necesario que 
todas las fuerzas, pares y cargas distribuidas esten relacionadas una 
a otra de alguna manera definida, de modo que la combination en- 
tera pueda denotarse por un solo simbolo. Por ejemplo, si la carga 
en la viga simplemente apcyada AB mostrada en la Fig. 1-3 consiste 
de dos fuerzas iguales P, es posible considerar la combination de las 
dos cargas como una accion sola y denotarla por un solo simbolo, 
tal como F. Tambien es posible pensar en la combination de las dos 
cargas mas las dos reacciones R, y R„ en los apoyos como una sola 
accion, puesto que las cuatro fuerzas tienen una relation unica la 
una con la otra. En una situacion mas generalizada, es posible, para 
un sistema de cargas muy complicado que actue sobre una es- 
tructura, que se le trate como una sola accion si todas las compo- 
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nentes de la carga estan relacionadas la una a la otra en una ma- 
nera definida. 

Ademas de las acciones externas a la estructura, es necesario tra- 
tar tambien con acciones intemas. Estas acciones son las resultan tes 
de las distribuciones de esfuerzos internos, e incluyen momentos 
flexionantes, fuerzas cortantes, fuerzas axiales y pares torsionantes. 
Dependiendo del tipo de analisis en particular, tales acciones pueden 
aparecer como una fuerza, un par, dos fuerzas o dos pares. Por ejem- 
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Fig. 1-3 


plo, al efectuar analisis del equilibrio estatico de las estructuras estas 
acciones aparecen normalmente como fuerzas y pares solos, como se 
ilustra en la Fig. l-4a. La viga en voladizo mostrada en la figura 
esta sujeta en el extremo B a cargas en la forma de acciones P, y M,. 
En el extremo fijo A la fuerza reactiva y el par reactivo se denomi- 
nan R A y M A , respectivamente. Para poder distinguir estas reacciones 
de las cargas sobre la estructura, las reacciones estan dibujadas con 
una linea que corta la flecha. Esta convention para identificar reac- 
ciones sera seguida en todo el libro (vease tambien la Fig. 1-3 para 
una ilustracion del uso de la convention).* Al calcular la fuerza 
axial N, el momenta flexionante M, y la fuerza cortante V en cual- 
quier section de la viga en la Fig. l-4a, tal como el punto medio, es 
necesario considerar el equilibrio estatico de una portion de la viga. 
Una posibilidad es construir un dia grama de cuerpo libre de la mitad 
del lado derecho de la viga, como se muestra en la Fig. l-4b. Si asi 
se hace es evidente que cada una de las acciones internas aparece 
en el diagrama como una fuerza o un par. 

Existen situaciones, sin embargo, en las que las acciones internas 
aparecen como dos fuerzas o pares. Este caso ocurre con mucha fre- 
cuencia en el analisis estructural cuando se “suelta” algun punto de 
la estructura, como se muestra en la Fig. 1-5 para una viga continua. 
Si se suelta el momenta flexionante (o se elimina) en el nudo B de 
la viga, el resultado es el mismo que si colocasemos una articulation 
en ese nudo (vease la Fig. l-5b). Por lo tanto, para tomar en consi- 
deracion el momento flexionante M B en la viga, este se debe considerar 

* Esta convencion se utiliza en el conocido libro escrito por C. H. Norris y J. B. Wil- 
bur, Elementary Structural Analysis, 2a. Ed., McGraw-Hill Book Co., Inc., New York, 1960, 
Pag. 631. 
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como estar formado por dos pares iguales, de sentido opuesto, M B , que 
actuan en las porciones del lado derecho asi como del lado izquierdo 
con la articulacion, como se muestra en la Fig. l-5c. En esta ilustra- 
cion el momento M B se considera positivo de acuerdo con las direc- 
ciones que tiene en la figura, esto es, que el par que actua en la 
porcion izquierda de la viga es de sentido opuesto al de las manecillas 
del reloj y el par que actua en el lado derecho de la viga tiene el 
sentido de las manecillas del reloj. Por lo tanto, para fines de analizar 
la viga de la Fig. l-5c, el momento flexionante en el punto B puede 
tratarse como una sola accion formada por dos pares. Se encuentran 
situaciones similares con las fuerzas axiales, cortantes y con pares 
flexionantes, segun se ilustra posteriormente en la discusion del me- 
todo de analisis de la flexibilidad. 

Un- segundo concepto basico es el de desplazamiejito, que gene- 
ralmente es una traslacion a rotacion en algun-punto de una estruc- 
tura. Una traslacion se refiere a la distancia recorrida por un punto 
de una estructura, y una rotacion significa el angulo de rotacion de 
la tangente a la curva elastica en un punto. Por ejemplo, en la viga 
voladiza de la Fig. l-4c, la traslacion A del extremo de la viga y la 
rotacion 6 del extremo se consideran las dos como desplazamientos. 
Aun -mas, como en el caso de una accioirr un desplazamiento tam- 
bien puede considerarse en sentido general como una combinacion 






(c) 

Fig. 1-5 


de translaciones y rotaciones. Como un ejemplo, consideremos las ro- 
taciones de la articulacion en el punto B en la viga de dos claros de la 
Fig. 1 45c. La rotacion del extremo derecho del miembro AB se deno- 


h 


mina 0 1} en tanto que la rotacion del extremo izquierdo del miembro 
BC se denomina 0 2 - Cada una de estas rotaciones esta considerada 
como un desplazamiento. Aun mas, la suma de las dos rotaciones, 
denominada ©, es tambien un desplazamiento. El angulo © puede 
considerarse como la rotacion relativa en el punto B entre los extre- 
mos de los miembros AB y BC. 

Otro ejemplo de desplazamientos es el mostrado en la Fig. 1-6, 
en donde un marco piano esta sujeto a varias cargas. Las translacio- 
nes horizontales A^, a b y A c de los nudos A, B y C, respectivamente, 
son desplazamientos, como tambien lo son las rotaciones 0 ^, <d B y © c 
de estos nudos. Los desplazamientos de nudos de estos tipos juegan 
un papel importante en el analisis de estructuras reticulares. 

Freeuentemente es necesano~en- -el- [analisis estructura! tratar con 
acciones y , desplazamientos que se corresponden unas a los otros. £}e 
dice que.las.acciones y los desplazamientos se corresponden cuando 
son de un tipo analogo y estan localizados en el-mismo punto de una 
estructura. Por lo tanto, el desplazamiento correspondiente a una fuer- 
za concentrada es una translacion de la estructura en el punto en 
donde la fuerza actua, aunque el desplazamiento no necesariamente 
es causado por la fuerza. Aun mas, el desplazamiento correspondien- 
te debe tomarse a lo largo de la linea de accion de la fuerza y debe 
tener la misma direccion que ella. En el caso de un par, el desplaza- 



miento correspondiente es una rotacion en el punto donde el par esta 
aplicado y se toma positivo cuando tiene el mismo sentido que el 
par. Como un ejemplo, consideremos de nuevo la viga en voladizo 
mostrada en la Fig. l-4a. La accion Pj es una fuerza concentrada 
que actua hacia abajo en el extremo de la viga, y la translacion hacia 
abajo A en el extremo de la viga (vease la Fig. l-4c) es el desplaza- 
miento que corresponde a esta accion. Similarmente, el par M a y la 
rotacion 0 son una accion y desplazamiento correspondientes. Debe 
notarse, sin embargo, que el desplazamiento A correspondiente a la 
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carga P x no esta causado unicamente por la fuerza P a , ni el despla- 
zamiento 0 correspondiente a M 1 esta causado unicamente por M,. Por 
el contrario, en este ejemplo, tanto A como 0 son desplazamientos 
debidos a la accion simultanea de P 1 y M 1 sobre la viga. En general, 
si se da una accion particular, el concepto de un desplazamiento 
correspondiente se refiere unicamente a la definicion de desplaza- 
miento, sin tomar en consideracion la causa real de este. Igualmente, 
si se da un desplazamiento, el concepto de una accion correspondien- 
te describira una clase particular de accion sobre la estructura, pero 
no es necesario que el desplazamiento sea causado por dicha accion. 

Como otro ejemplo de acciones y desplazamientos correspondien- 
tes, refiramos las acciones mostradas en la Fig. l-5c. La viga de la 
figura tiene una articulacion en el apoyo medio y esta bajo la accion 
de dos pares M B , que se consideran como una sola accion. El despla- 
zamiento correspondiente a la accion M B consiste en general, de la 
suma de las rotacioijes en el sentido opuesto a las manecillas del 
reloj 0 X en la viga del lado izquierdo y de la rotacion con sentido 
de las manecillas del reloj © 2 de la viga del lado derecho. Por lo. tanto, 
el angulo 0 (igual a la suma de 0 X y 0 2 ) es el desplazamiento corres- 
pondiente a la accion M B . Este desplazamiento es la rotacion relativa 
entre las dos vigas en la articulacion y tiene el mismo sentido posi- 
tivo que Mb. Este desplazamiento puede encontrarse con la ayuda de 
la tabla para desplazamientos de viga, dada en el Apendice A (vea- 
se la Tabla A-3, Caso 5), y es igual a 


e = 0i + e, = + M — 


3 El 


IE I 


2 

3 El 


en donde L es la longitud de cada claro y El es la rigidez a la flexion 
de la viga. 

Existen otras situaciones, sin embargo, en donde es necesario tra- 
tar con un desplazamiento que corresponda a una accion particular 
pero causado por cualquier otra accion. Como un ejemplo, conside- 
remos la viga de la Fig. l-5b, que es la misma viga que la de la 
Fig. l-5c, excepto que esta sujeta a dos fuerzas P en vez de los pares 
M„. En esta viga el desplazamiento correspondiente a M„ es la rota- 
cion relativa en el nudo B entre las dos vigas, positivo en el mismo 
sentido que M Ih pero debido unicamente a las cargas P. Utilizando 
de nuevo la tabla de desplazamientos (Tabla A-3, Caso 2), y supo- 
niendo tambien que las fuerzas P actuan en los centros del claro de 
los miembros, se encuentra que el desplazamiento 0 correspondiente 
a M J{ y causado por las cargas P es 


0 = ©i T 02 = 


PL 2 PLi 
16 El + 10 El 


PL 2 
8 El 


El concepto de correspondence entre acciones y desplazamien- 
tos se hara mas familiar al lector a medida que se encuentren ejem- 
plos adicionales en el resto del libro. Tambien debe notarse que el 
concepto puede extenderse hasta incluir acciones distribuidas, asi 
como combinaciones de acciones de todos los tipos. Sin embargo, es- 
tas ideas mas generates no tienen utilidad particular en nuestro tra- 
bajo a seguir. 

Para simplificar la notacion para acciones y desplazamientos, es 
deseable en muchos casos utilizar el simbolo A para las acciones, in- 
cluyendo tanto fuerzas concentradas como pares, y el simbolo D pa- 
ra los desplazamientos, incluyendo translaciones y rotaciones. Se pue- 
den utilizar subindices para distinguir entre las diferentes acciones 
y desplazamientos que puedan ser de interes en un analisis en par- 
ticular. El uso de este tipo de notacion se muestra en la Fig, .1-7, en 
la que se tiene una viga en voladizo sujeta a las acciones A,, A., y A z . 
El desplazamiento correspondiente a A 1 y debido a todas las cargas 
que actuan simultaneamente se denomina D x en la Fig. l-7a; igual- 
mente, los desplazamientos correspondientes a A 2 y A, se denomi- 
nan D 2 y D 3 . 

Consideremos ahora la viga en voladizo sujeta a la accion A : 
unicamente (vease la Fig. l-7b). El desplazamiento correspondiente 
a A a en esta viga se denomina D n . El significado de los dos subin- 
dices es el que sigue. El primero indica que el desplazamiento co- 
rresponde a la accion A a , y el segundo indica que la causa del 
desplazamiento es la accion A x . De modo similar, el desplazamiento co- 
rrespondiente a A 2 en esta viga se denomina D 21 , en donde el primer 
subindice significa que el desplazamiento corresponde a A 2 y el se- 
gundo significa que es causado por A x . En la Fig. l-7b tambien se 
muestra el desplazamiento D 31 correspondiente al par A s . 

Los desplazamientos causados por la accion A 2 unicamente se 
muestran en la Fig. l-7c, y aquellos causados por A 3 estan mostra- 
dos en la Fig. l-7d. En cada caso los subindices para los simbolos 
de desplazamiento siguen la regia general de que el primer subindice 
identifica el desplazamiento y el segundo da la causa de el. En gene- 
ral, la causa puede ser una fuerza, un par o todo un sistema de 
cargas. A menos que se especifique lo contrario, esta convention 
de subindices se utilizara siempre en discusiones posteriores. 

Para las vigas de la Fig. 1-7 no es dificil determinar los diferen- 
tes desplazamientos (vease el Apendice A para metodos del calculo 
de desplazamientos de vigas). Suponiendo que la viga tiene una ri- 
gidez a la flexion El y una longitud L, se encuentra que los despla- 
zamientos para la viga de la Fig. l-7b son 
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De modo similar se pueden encontrar los seis desplazamientos res- 
tantes de las Figs. l-7c y d (D 12 , D 22 , . . . , D 33 ). Luego los desplaza- 



(d) 

Fig. 1-7 


mientos de la viga sometida a la action simultanea de todas las car- 
gas (vease la Fig. l-7a) se determinan por sumas; 

Di = D n + D \ 2 + D }3 

D 2 = D 2 i + D 2 2 + D-a 

D 2 = Dn + D32 -f- D33 

Estas sumas son expresiones del principio de superposition, el que 
se discute con mas detalle en el Art. 1-9. 

1.5. Equilibrio. Uno de los objetivos de cualquier analisis estruc- 
tural es determinar varias acciones pertenecientes a la estructura, 
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tales como las reacciones en los apoyos y los esfuerzos intemos resul- 
tantes (momento flexionante, fuerza cortante, etc.). Una -solution 
correcta para cualquiera de estas canticlades debe satisfacer todas las 
condiciones de equilibrio estatico, no solo para toda la estructura, si- 
no tambien para cualquier parte de ella tomada como un cuerpo libre. 

Consideremos ahora cualquier cuerpo libre sujeto a diferentes 
acciones. La resultante de todas las acciones puede ser una fuerza, 


un par o ambos. Si el cuerpo libre esta en equilibrio estatico, la re- 
sultante desaparece; esto es, el vector fuerza resultante y el vector 
momento resultante son ambos cero. Un vector en un espacio tridi- 
mensional siempre puede descomponerse en tres componentes, en 


tres direcciones ortogonales, tales como las direcciones x,y y z. Si el 
vector fuerza resultante es igual a cero, tambien sus componentes 


deben ser igual a cero y, por lo tanto, sq pueden obtener las siguientes 
ecuaciones de equilibrio estatico: 


T.F X = 0 ZF V = 0 ZF z = 0~ (1-la) 

En estas ecuaciones las expresiones 2F X , lF e y 2F Z son las sumas alge- 
braicas de las componentes en x, y y z, respectivamente, de todos los 
vectores de fuerza que actuan en el cuerpo libre. Igualmente, si el 
vector momento resultante es igual a cero, las ecuaciones de momen- 
to del equilibrio estatico son 

ZM X = 0 Z My 4 jo EI, = 0 (1-lb) 

en donde lM x , zM y y iM z son las sumas algebraicas de los momentos 
respecto a los ejes x,y y z, respectivamente, de todos los pares y fuer- 
zas que actuan sobre el cuerpo libre. Las seis relaciones de la Ec. ( 1-1 ) 
representan las ecuaciones de equilibrio estatico para acciones en 
tres dimensiones. Pueden aplicarse a cualquier cuerpo libre, tal como 
toda una estructura, una porcion de ella, un miembro solo, o un nudo 
de una estructura. 

Cuando todas las fuerzas que actuan sobre un cuerpo libre estan 
en un piano y todos los pares tienen sus vectores normales a ese piano, 
solo son utiles tres de las seis ecuaciones de equilibrio. Suponiendo 
que las fuerzas estdn en el piano x-y, es obvio que las ecuaciones 
~Fz = 0, 2M X = 0 y iM y = 0 se satisfacen automaticamente. Las ecua- 
ciones restarites son 

I^ = o E F v = 0 EI: = 0 (1-2) 

y estas ecuaciones son las condiciones de equilibrio estatico para 
acciones en el piano x-y. 

En el metodo de analisis de la rigidez, las ecuaciones basicas que 
se tienen que resolver son aquellas que expresan las condiciones de 
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equilibrio en los nudos de la estructura, tal como se describe poste- 
riormente en el Cap. 2. 

1.6. Compatibilidad. Ademas de las condiciones de equilibrio es- 
tatico, es necesario, en cualquier analisis de estructuras, que se satis- 
fagan todas las condiciones de compatibilidad. Estas condiciones se 
refieren a la continuidad de los desplazamientos a lo largo de toda 
la estructura, y en algunas ocasiones se les llama condiciones de 
geometria. Como un ejemplo, las ecuaciones de compatibilidad deben 
estar satisfechas en todos los puntos de apoyo, en donde es necesario 
que los desplazamientos de la estructura sean consistentes con las 
condiciones de apoyo. Por ejemplo, en un apoyo fijo no puede haber 
rotacion del eje del miembro. 

Las ecuaciones de compatibilidad tambien deben satisfacerse en 
todos los puntos de todo el interior de la estructura. Usualmente, 
son las condiciones de compatibilidad en los nudos de la estructura 
las que son de interes para nosotros. Por ejemplo, en una conexion 
rlgida entre dos miembros los desplazamientos (translaciones y rota- 
ciones) deben ser los mismos en los dos miembros. 

En el metodo de analisis de la flexibilidad las ecuaciones basicas 
que deben resolverse son ecuaciones que expresan la compatibilidad 
de los desplazamientos, segun se describe en el Cap. 2. 

1.7. Indeterminacion estatica y cinematica. Hay dos tipos de in- 
determinacion que deben ser considerados en el analisis estructural, 
dependiendo de si el interes recae en las acciones o en los desplaza- 
mientos. Cuando las acciones son las incognitas en el analisis, como 
sucede en el metodo de la flexibilidad, se debe tomar en considera- 
cion la imleUanvinacion estatica. En este caso, la indeterminacion se 
refiere a un exceso de acciones desconocidas comparadas con el nu- 
mero de ecuaciones de equilibrio estaticas disponibles. Las ecuacio- 
nes de equilibrio, al aplicarse a toda la estructura y a sus diferentes 
partes, pueden ser utilizadas para el calculo de reacciones y esfuer- 
zos internos resultantes. Si estas ecuaciones son suficientes para 
encontrar todas las acciones, tan to exteriores como interiores, la es- 
tructura es estaticamente determinada. Si hay mas acciones desco- 
nocidas que ecuaciones, la estructura es estaticamente indetermina- 
da. La viga libremente apoyada mostrada en la Fig. 1-3 y la viga 
en voladizo de la Fig. 1-4 son ejemplos de estructuras estaticamente 
determinadas, ya que en ambos casos todas las reacciones y esfuer- 
zos resultantes pueden encontrarse a paxtir de las ecuaciones de 
equilibrio. Por otra parte, la viga continua de la Fig. l-5a es estati- 
camente indeterminada. 
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El exceso de acciones desconocidas que no puedery encontrarse 
por medio del equilibrio estatico se conocen co m^redjwdgMe^estg^ 
ticas, y el numero de tales redundantes representa el qra do d e inde- 
J terminacidn estatica'de la estructura. Asl, la viga de dos claros' de la 

Fig. 1-5 a es estaticamente indeterminada de primer grado, ya que 
solo existe una accion redundante. Por ejemplo, se puede ver que es 
imposible calcular todas las reacciones de la viga mediante el puro 
equilibrio estatico. Sin embargo, despues de obtener el valor de una 
reaccion (por un medio o por otro), las reacciones restantes y to- 
dos los esfuerzos internos resultantes pueden encontrarse por medio 
de la estatica. 

Otros ejemplos de estructuras estaticamente indeterminadas se 
<■ muestran en la Fig. 1-8. La viga en voladizo apoyada en un extremo 

mostrada en la Fig. l-8a es estaticamente indeterminada de primer 
grado, ya que hay cuatro reacciones ( H A , M A , R A y R /( ) en tanto 
que solo se tienen disponibles . tres ecuaciones de equilibrio para el 
calculo de reacciones (veanse las Ecs. 1-2). 

La viga doblemente empotrada de la Fig. l-8b es estaticamente in- 
determinada de tercer grado, debido a que deben determinarse seis 
reacciones en el caso general. En el caso especial en que todas las 
fuerzas concentradas de la viga doblemente empotrada actuen en 
una direction perpendicular al eje de la viga, no existiran fuerzas 
axiales en los extremos de ella. En dicho caso la viga puede analizarse 
como si fuese estaticamente indeterminada de segundo grado. 



I- Fig. 1-8. Ejemplos de estructuras estaticamente indeterminadas 

La armadura plana de la Fig. L-8cpes estaticamente indeterminada 
de segundo^gradd; Puede llegafsea esta conclusion cortando dos 
baiTas 7 -tale's"como la X y Y, soltando de este modo las fuerzas de 
esas barras. La armadura con las barras cortadas se vuelve estati- 
camente determinada, ya que todas las reacciones y fuerzas de barra 
pueden encontrarse mediante una aplicacion directa de ecuaciones 
de._equilibrioJ!j Cada barra que se corta representa una accion, a saber, 
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la fuerza en la barra, que se quita de la armadura. El numero de ac- 
clones que deben soltarse para reduclr la estructura estaticamente 
indeterminada a una estructura determinada debe ser igual al grado 
de indeterminacion. Este metodo de obtener el grado de indetermina- 
cion estatica es bastante general y puede utilizarse con muchos tipos 
de estructuras. 

Como otro ejemplo de este metodo para determinar el grado de 
indeterminacion de una estructura, consideremos el marco piano 
mostrado en la Fig. 1-6. El. objetivo es efectuar cortes en el marco 
hasta que la estructura quede estaticamente determinada. Si se cor- 
tan las barras AB y BC, la estructura que queda esta formada por 
tres porciones en voladizo (los apoyos de los voladizos estan en D, 
E y F), cada uno de los cuales es estaticamente determinado. Cada 
barra que se corta representa la ebminacion de tres acciones (fuerza 
axial, fuerza cortante, y momento flexionante) de la estructura 
original. Debido a que se eliminaron seis acciones en total, el grado 
de indeterminacion del marco es seis. 

Se,. .puede ,hacer. tambien una distincion entre las indeterminacio- 
nes interiores y exteriores. La indeterminacion externa se refiere al 
calculo de las reacciones de la estructura. Normalmente, se tienen 
seis ecuaciones de equilibrio disponibles para la determination de 
las reacciones en una estructura en el espacio, y tres para una es- 
tructura plana. Por lo tanto, una estructura en el espacio con mas 
de seis acciones reactivas, y una estructura plana con mas de tres 
reacciones, usualmente seran indeterminadas exteriormente. En la 
Fig. 1-8 se pueden ver ejemplos de indeterminacion exterior. La viga 
empotrada y apoyada en el otro extremo es indeterminada exterior- 
mente y de primer grado, la viga doblemente empotrada es indeter- 
minada exteriormente y de tercer grado, y la armadura plana es 
estaticamente determinada en el exterior. 

La indeterminacion interna se refiere al calculo de esfuerzos 
resultantes dentro de la estructura suponiendo que todas las reaccio- 
nes han sido encontradas previamente. Por ejemplo, la armadura de 
la Fig. l-8c es estaticamente indeterminada de segundo grado, aun- 
que es determinada exteriormente, tal como dijimos antes. 

El grado total de indeterminacion de una estructura es la suma 
de los grados de indeterminacion exteriores e interiores. Por lo tanto, 
la armadura de la Fig. l-8c es indeterminada de segundo grado al 
considerarse en su totalidad. La viga de la Fig. l-8a es indeterminada 
exteriormente de primer grado y determinada en su interior, ya que 
todos los esfuerzos resultantes en la viga pueden encontrarse rapida- 
mente despues de conocer las reacciones. El marco piano de la Fig. 
1-6 tiene nueve acciones reactivas y, por lo tanto, es estaticamente 
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indeterminado de sexto grado. Interiormente el marco es determinado 
ya que todos los esfuerzos resultantes pueden encontrarse si se 
conocen las reacciones; por lo tanto, el marco tiene una indetermi- 
nacion total de seis, segun se observe previamente para esta es- 
tructura. 

Ocasionalmente hay condiciones especiales de construction que 
afectan el grado de indeterminacion de una estructura. El arco de 
tres articulaciones mostrado en la Fig. 1-9 tiene una articulation 
central en el nudo B que permite calcular todas las cuatro reaccio- 
nes por estatica. Para la armadura mostrada, las fuerzas de barra en 
todos los miembros pueden encontrarse despues de conocer las reac- 
ciones y, por lo tanto, la estructura es completamente determinada. 



Fig. 1-9. - Armadura en arco de tres articulaciones 


En el final de este articulo se dan varios ejemplos adicionales 
de estructuras estaticamente indeterminadas. Estos ejemplos ilus- 
tran como puede obtenerse el grado de indeterminacion para dife- 
rentes estructuras mediante un razonamiento intuitivo. Se encon- 
traran otros ejemplos en el Cap. 2 conectados con el metodo de 
analisis de la flexibilidad. Sin embargo, para grandes estructuras 
es deseable tener metodos mas formalizados para establecer la inde- 
terminacion estatica; tales metodos se discuten en otras obras y 
no seran repetidos en este libro.* 

En el metodo de analisis de la rigidez los desplazamientos de 
los nudos de la estructura son las cantidades desconocidas. Por 
lo tanto, el segundo tipo de indeterminacion, conocido como inde- 
terminacion cinematica , es el importante. Para comprender este 
tipo de indeterminacion, debe recalcarse que los nudos en las estruc- 
turas reticulares se definen como los puhtos en que dos o mas miem- 
bros se intersectan, en puntos de apoyo, y en los extremos libres. 
Cuando la estructura esta sujeta a cargas, cada nudo sufrira des- 
plazamientos en la forma de translaciones y rotaciones, dependiendo 

* Para una discusi6n completa de indetenninacidn estitica, vease ibid., Pigs. 64-69, 74-78, 
138-147, 153-157 y 271-273. 
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de la configuracion de la estructura. En algunos casos los despla- 
zamientos del nudo seran conocidos debido a las condiciones que 
se imponen a la estructura. En un apoyo fijo, por ejemplo, no 
existen desplazamientos de ningun tipo. Sin embargo, existiran 
otros desplazamientos de nudo que no se conocen, y que pueden 
obtenerse haciendo un anabsis completo de la estructura. Estos 
desplazamientos de nudo desconocidos son las cantidades cinema- 
ticamente indeterminadas, y en algunas ocasiones se conocen como 
redundantes cinematicas. Su numero representa el grado de inde- 
terminacion cinematica de la estructura, o el numero de grado s 
de libertad para el desplazamiento de nudo : - — 

Para ilustrar los conceptos de ( l^de\e^inaci6n~dnematie ^ es 
util considerar de nueyo los ejemplos de la Fig. 1-8. Comenzando 
con la viga de la Fig. l-8a, se ve que el extremo A esta fijo y no 
puede sufrir desplazamientos. Por otra parte, el nudo B tiene dos 
grados de libertad para el desplazamiento de nudo, ya que se puede 
transladar en la direccion horizontal y puede girar. Por lo tanto, la 
viga es indeterminada cinematicamente de segundo grado, y existen 
dos desplazamientos de nudo desconocidos que deben calcularse 
para un analisis completo de la viga. En muchos analisis practices 
es permisible despreciar las deformaciones axiales de la viga; en 
casos tales, el nudo B solo tendrla un grado de libertad (rotacion), 
y la estructura puede analizarse como si fuera cinematicamente 
indeterminada de primer grado. 

El segundo ejemplo de la Fig. 1-8 es una viga doblemente empo- 
trada. Esta viga no tiene desplazamientos de nudo conocidos y, 
por lo tanto, es cinematicamente determinada. En comparacion, la 
misma viga es estaticamente indeterminada de tercer grado. 

El tercer ejemplo de la Fig. 1-8 es la armadura plana que pre- 
viamente se mostro era estaticamente indeterminada de segundo 
grado. El nudo A de la armadura puede sufrir dos componentes 
independientes de desplazamiento (tales como translaciones en, dos 
direcciones perpendiculares ) y, por lo tanto, tiene dos grados de li- 
bertad. El giro de un nudo de una armadura no tiene significado 
fisico, debido a que bajo la hipotesis de nudos articulados, la rota- 
cion o giro de un nudo no produce efectos en los miembros de la 
armadura. Por lo tanto, el grado de indeterminacion cinematica 
de una armadura siempre se encuentra como si la armadura estu- 
viese sujeta a cargas en los nudos unicamente; esta es la misrria 
filosofia que la del caso de la indeterminacion estatica, donde solo 
se consideran incognitas las fuerzas axiales en los miembros. Los 
nudos B, D y E de la armadura mostrada en la Fig. 1-8 tambien 
tienen dos grados de libertad cada uno, respectivamente. Por lo 
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tanto la armadura tiene un total de nueve grados de libertad para 
translacion de nudos y es cinematicamente indeterminada de nove- 

E1 marco rigido mostrado en la Fig. 1-6 ofrece otro ejemplo de 
estructura cinematicamente indeterminada. Como los apoyos en 
D EvFde este marco son fijos, no pueden existir desplazamientos 
en estos nudos. Sin embargo, los nudos A, B y C poseen cada uno 
tres grados de libertad, ya que cada nudo puede sufrir translaciones 
horizontales y verticales y una rotacion. Por lo tanto, el numero 
total de grados de indeterminacion cinematica para este marco es 
nueve. Si los efectos de las deformaciones axiales se omiten en el 
analisis, el grado de indeterminacion cinematica se reduce. No habna 
posibilidad de un desplazamiento vertical de mnguno de los nudos 
debido a que las columnas no cambian de longitud. Ann mas, las 
translaciones horizontales de los nudos A y B senan iguales y la 
translacion horizontal de C tendria una relacion conocida a la del 
nudo B Dicho de otro modo, si se desprecian las deformaciones 
axiales los unicos desplazamientos independientes de nudos son las 
rotaciones de los nudos A, B y C y un desplazamiento horizontal 
(tal como el del nudo B). Por lo tanto, la estructura puede const 
derarse como cinematicamente indeterminada de cuarto grado. 

A continuacion se dan varios ejemplos que mcluyen tanto la 
indeterminacion estatica como la cinematica. 

Ejemplo 1. La estructura mostrada en la Fig. 1-10 tiene articulaciones 
en A, B, y C. Se deben determinar los grados de indeterminacion estatica y 
cinematica de la armadura. 



Fig. 1-10. Ej. 1 


En la determination del grado de indeterminacion estatica, puede notarse 
« “ ecuaciones de equilibria disponibles para cualqu.er nudo 

le la aSuta para el propisito de calcular fuerzas de barra o reacctones 
Por lo t™to, se tienen disponibles un total de 18 ecuaetones de estauca. El 
numero de acciones desconocidas es 21. ya que hay 12 fuerzas de ban y 
“eTcciones (tres en cada soporte) que deben ser determrnadas. La 
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armRdura es, por lo tanto, estaticamente indeterminada de tercer grado 
Mas especificamente la armadura es indeterminada estaticamente de tercer 

brio d °n/rf 1 l d ° a qU ^, hay nUCVe reacciones - P ero s61 ° seis ecuaciones de equili- 
bno para la armadura considerada como una sola pieza. La armadura es 
determinada interiormente ya que todas las fuerzas de barra pueTen encon- 
trarse por estatica una vez que las reacciones han sido determinadas. 

a uno de los nudos D, E, y F tienen tres grados de libertad para el 
desplazamien to de nudos, debido a que cada nudo puede transladarse en 
res direcciones ortogonales entre si. Por lo tanto, la armadura es cinema- 
ticamente indeterminada de noveno grado. 

Ejemplo 2. Determine los grados de indeterminacion estatica y cinema- 
tica para el marco en el espacio mostrado en la Fig. 1-1 la. 

Hay varios modos en que podemos cortar la estructura’ para reducirla a 

gIFVeh'a d f irm “ ada - v™ posibUldad es cortar cuatro 
,;5™' y E . H - dando c °®° resultado la estructura mostrada en 
la Fig. 1-llb. Como cada corte representa la eliminacion de seis acciones 
(fuerza axial, dos fuerzas cortantes, momento torsionante, y dos momentos 

ST S) marC ° ° riginal 68 eStdticamente wdetermLado de 24avo 



(o) (b) 

Fig. 1-11. Ej. 2 

El numero posible de desplazamientos de nudo en E, F, G, y H es seis 
en cada nudo (ties translaciones y tres rotaciones); por lo tanto, el marco es 
cmematicamente indeterminado de 24avo grado. 

lisis'rrtr 5 ,^ f efect ° de ° mitir deformaciones - axiales en el ana- 
lisis. El grado de mdetermmacion estatica no se afecta, debido a que el 

nusmo numero de acciones permanece en la estructura. Por otra parte habran 
menos numeros de grados de libertad para el desplazamiento del nudo Las 
columnas no cambian en longitud, eliminando, por lo tanto, cuatro transla- 
ciones de nudo en E, F, G y H). Ademas, los cuatro miembros horiSes 

PorTo m S SU e] f minando > P° r 10 ^nto, cuatro translaciones mas. 

Sica T 56 C °" ciuye ^tnalmente que el grado de indeterminacion cine- 
atica es 16 cuando no se consideran las deformaciones axiales 

o flte n efl e T r nS T ida el e ' eCt ° de reem P lazar los apoyos empotrados 
o n ]os en A B, C y D por apoyos articulados, pero inmoviles. El efecto de 
las amculaciones es reducir el numero de reacciones, en cada apoyo de seis 
a tres. Por lo tanto, el grado de indeterminacion estatica es 12 menos que con 
apoyos empotrados, o un total de 12‘. A1 mismo tiempo, se ban aSgado 

el arSo d d S ad H 1C ;° naleS de Ubertad P° r rotacion a cada apoyo, de mo do que 
el grado de mdetermmacion cmematica se ha incrementado en 12, comparln- 
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dose con el marco con apoyos empotrados. Puede verse que al eliminar res- 
tricciones en los apoyos de una estructura se disminuye el grado de inde- 
terminacion estatica, en tanto que aumenta el grado de indeterminacidn 
cinematica. 

Ejemplo 3. La parrilla mostrada en la Fig. l-12a queda en un piano 
horizontal y esta apoyada en A, D, E y H en apoyos simples. Los nudos en 
B, C, F y G son conexiones rlgidas. ^Cuales son los grados de indetermina- 
cion estatica y cinem&tica? 



(a) (b) 

Fig. 1-12. Ej: 3 


Debido a que no existen fuerzas axiales en los miembros de una parrilla, 
solo se desarrollan reacciones verticales en los apoyos de esta estructura. 
Por lo tanto, la parrilla es indeterminada en el exterior en primer grado, 
debido a que solo se cuenta con tres ecuaciones de equilibrio para la estruc- 
tura, pero existen cuatro reacciones. Despues de eliminar una reaccion, la 
parrilla queda estaticamente determinada al cortar un miembro, tal como el 
CG (vease la Fig. l-12b). El corte en el miembro CG elimina tres acciones 
(fuerza cortante en la direccion vertical, par- torsionante, y momento flexio- 
nante). Asi, la parrilla queda internamente indeterminada de tercer grado, 
y estaticamente indeterminada en total de cuarto grado. 

En general existen tres grados de libertad para los desplazamientos de 
cada nudo en una parrilla (una translacion y dos rotaciones). Tal es el caso 
en los nudos C, B, F y G de la parrilla mostrada en la Fig. l-12a. Sin em- 
bargo, en los nudos A, D, E y H s61o son posibles dos desplazamientos de 
nudo, siempre que se evite la translation del nudo. Por lo tanto, la parrilla 
mostrada en la figura es cinematicamente indeterminada de 20avo grado. 

1.8. Estructuras xnoviles. En la discusion precsdente respecto a 
la indeterminacion estatica exterior, el numero de acciones reacti- 
vas de una estructura se comparo con el ntimero de ecuaciones de 
equilibrio estatico para toda la estructura considerada como unidad. 
Si el numero de reacciones excede el numero de ecuaciones, la es- 
tructura es estaticamente indeterminada exteriormente; si son igua- 
les, la estructura es determinada en su exterior. Sin embargo, se 
supuso tacitamente en la discusion que, el arreglo geometrico de las 
reacciones es tal que evita que la estructura se mueva al estar bajo 
diferentes condiciones de carga. Por ejemplo, la viga mostrada en 
la Fig. 1-1 3a tiene tres reacciones, que es igual al numero de ecua- 
ciones de equilibria estatico para fuerzas en un piano. Es obvio, 
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sin embargo, que la viga se mueva a la izquierda cuando se aplique 
la carga P. Una estructura de este tipo se llama movil. Otros ejem- 
plos de estructuras moviles son el marco de la Fig, l-13b y la arma- 
dura de la Fig. l-13c. En la estructura de la Fig. l-13b las tres 
fuerzas reactivas son concurrentes, ya que sus llneas de accion se 
intersectan en el punto 0. Por lo tanto, el marco es movil, ya que 
no puede soportar una carga tal como la fuerza P que no actua en 
el punto O. En la armadura de la Fig. 1-1 3c hay dos barras que son 
colineales en el nudo A, y no existe otra barra que se una en ese 
nudo. De nuevo, la estructura es movil ya que es incapaz de sopor- 
tar la carga P en su configuracion inicial. 


p 



(c) 

Fig. 1-13. Estructuras moviles 


De los ejemplos de estructuras moviles dados en la Fig. 1-13, 
es cbvio que tanto los soportes como los miembros de cualquier estruc- 
tura deben ser adecuados en numero y arreglo geometrico para ase- 
gurar que la estructura sea inmovil. Solo estructuras que cumplan 
con estas .condiciones seran consideradas para su analisis en capl- 
tulos subsecuentes. 
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1.9. PnrLcipio-de-super-pG&ieion. El principio de superposicion es 
uno de los conceptos mas importances en el analisis estructural. 

Puede utilizarse sie mpre q ue e ydstan, relaciones.. lineales entre- las 

ahcibne^AoFAEspiazamientos (las condiciones bajo las cuales esta 
hipotesis es“ valida; se "describen posteriormente en este articulo). A1 
utilizar el principio de superposicion se supone que ciertas acciones 
y desplazamientos estan impuestos en la estructura. Estas accio- 
nes y desplazamientos causan que se formen en la estructura otras 
acciones y desplazamientos. Por lo tanto, las primeras acciones y 
desplazamientos tienen la naturaleza de las causas, en tanto que las 
ultimas son efectos. En general, el principio dice que los efectos 
producidos por varias causas pueden obtenerse combinando los efec- 
tos debidos a las causas individuales. 

Para ilustrar el uso del principio de superposicion cuando las 
acciones son las causas, consideremos la viga de la Fig. l-14a. Esta 
viga esta sujeta a cargas A, y A 2 , que producen varias acciones y 
desplazamientos en toda la estructura. Por ejemplo, las reacciones 
Ra, Rd y M/j se desarrollan en los apoyos, y se produce en el centro 
del claro un desplazamiento D. Los efectos de las acciones A, y A 2 
actuarido separadamente se muestran en las Figs. l-14b y l-14c. 
En cada caso existe un desplazamiento en el centro del claro de la 
viga y reaction en los extremos. Se utiliza una prima para deno- 
minar cantidades as.ociadas con la accion A u y una doble prima para 
cantidades asociadas con A 2 . 

De acuerdo con el principio de superposicion, las acciones y los 
desplazamientos causados por A a y A 3 acluando separadamente 
(Figs. l-14b y l-14c) pueden combinarse para obtener las acciones 
y desplazamientos causados por A-t y A 2 actuando simultaneamente 
(Fig. l-14a). Por lo tanto, se pueden escribir las siguientes ecua- 
ciones de superposicion para la viga de la Fig. 1-14: 

R a = Ra + Ra Rb = R'b + Rb (^ 3 ) 

Mb = Mb + Mb D = D' + D" 

Por supuesto, se pueden escribir ecuaciones de superposicion simi- 
lares para otras acciones y desplazamientos en la viga, tales como 
esfuerzos resultantes en cualquier seccion transversal de la viga 
y desplazamientos ( translaciones y rotaciones) en cualquier punto 
a lo largo del eje de la viga. Esta manera de utilizar la superposicion 

se ilustro previamente en el Art. 1.4. 

Un segundo ejemplo del principio de superposicion, en el que 
los desplazamientos son la causa, se da en la Fig. 1-15. La figura es 
de nuevo la viga AB libremente apoyada en un extremo y empotrada 
en el otro (vease la Fig. l-15a). Cuando el extremo B de la viga se 
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desplaza hacia abajo una distancia a y, al mismo tlempo tira 
un angulo d (vease la Fig. l-15b), se desarrollan en la viga vaSas 
acciones y desplazamientos. Por ejemplo, las reacciones en cada 
y el desplazamiento en el centro se muestran en la Fig 
,15b- Las dos figuras siguientes (Figs. l-15c y l-15d) muestran a 
a viga con los desplazamientos A y 6 ocurriendo separadamente. Las 
reacciones en los extremos y el desplazamiento en el centro se deno- 
mrnan de nuevo mediante el uso de primas; una sola prima se utiliza 
para denominar cantidades causadas por el desplazamiento A y do- 
es primas para cantidades causadas por la rotation 6. Cuando se 
aplica el pnncipio de superposicion a las reacciones y al desplaza- 
miento en el punto medio, las ecuaciones de superposicion toman 
nuevo a forma de las Ecs. (1-3). Este ejemplo ilustra como las 
acciones y desplazamientos causados por desplazamientos pueden su- 
perponerse. 1 mismo principio se aplica a cualquier otra action y 
desplazamiento en la viga. y 



(c) (d) 

Fig. 1-14 Ilustracion del principio Fig. 1-15. Ilustracion del principio 
de superposicion de sup erposici6n 


El pnncipio de superposicion tambien puede utilizarse si las 
causas son acciones y desplazamientos. Por ejemplo, la viga de la 
ig. l-l 5b podrla estar sujeta a varias cargas, asi como a los despla- 
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zamientos A y <9. Luego las acciones y desplazamientos de la viga 
pueden obtenerse combinando aquellos debidos a cada carga y des- 
plazamiento separadamente. 

Como mencionamos anteriormente, el principio de superposicion 
sera valido donde quiera que existan relaciones lineales entre las 
acciones y los desplazamientos de la estructura. Esto ocurre siempre 
que se satisfacen los siguientes tres requisites: (1) el material de 
la estructura sigue la ley de Hooke; (2) los desplazamientos de la 
estructura son pequenos; (3) no existe interaction entre los efectos 
axial y flexionante en los miembros. El primero de estos requisites 
significa que el material es perfectamente elastico y tiene una rela- 
tion lineal entre el esfuerzo y la deformation. El segundo requisite 
significa que todos los calculos que involucran las dimensiones totales 
de la estructura pueden basarse en las dimensiones originales de 
ella; tambidn es una hipotesis basica para calcular desplazamientos 
por los metodos descritos en el Apendice A. El tercer requisite im- 
plica que el efecto de fuerzas axiales en la flexion de los miembros 
es despreciable. Este requisite se refiere al hecho de que las fuerzas 
axiales en un miembro, aun en combination con pequenas defle- 
xiones del miembro, tienen un efecto en los momentos flexionantes. 
El efecto no es lineal y puede omitirse en el analisis cuando las fuer- 
zas axiales (tension o compresion) no son muy grandes. (Un 
metodo de incorporar dichos efectos en el analisis se describe en el 
Art. 6-12). 

Cuando se satisfacen los tres requisitos listados anteriormente, 
se dice que la estructura es linealmente elastica, y se puede utilizar 
el principio de superposicion. Como este principio es fundamental en 
los metodos de analisis de la flexibilidad y de la rigidez, siempre 
se supondra en las discusiones subsecuentes que las estructuras 
analizadas cumplen con dichos requisites. 

En la anterior discusion del principio de superposicion se supuso 
que tanto las acciones como los desplazamientos son de importancia 
en el analisis, como generalmente es el caso. Una exception, sin 
embargo, es el analisis de una estructura estaticamente determinada 
para acciones unicamente. Como un analisis de esta naturaleza 
requiere el uso de ecuaciones de equilibiio, pero no requiere el calculo 
de ningun desplazamiento, puede verse que el requisite de elasticidad 
lineal es superfluo. Un ejemplo es la determination de las reacciones 
para una viga libremente apoyada sujeta a varias cargas. Las reac- 
ciones son funciones lineales de las cargas, no importa cuales son 
las caracteristicas del material de la viga. Sin embargo, es necesario 
que las deflexiones de la viga sean pequenas, ya que de otro modo 
la position de las cargas y reacciones se alteraria. 
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1.10. Ecuaoiones de accion y desplazamiento. Las relaciones que 
existen entre las acciones y los desplazamientos juegan un papel im- 
portante en el analisis estructural y se utilizan extensivamente tanto 
enel metodo de la flexibilidad como en el de la rigidez. Un modo con- 
veniente de expresar la relacion entre las acciones que actuan en 
una estructura y los desplazamientos de ella es mediante ecuaciones 
y de accion y desplazamiento. Se obtiene una ilustracion sencilla 
de tales ecuaciones considerando el resorte linealmente elastico mos- 
trado en la Fig. 1-16. La accion A comprime el resorte, produciendo, 
por lo tanto, un desplazamiento D del extremo del resorte. La rela- 
cion entre A y D puede expresaxse por una ecuacion de desplaza- 
miento de la manera siguiente: 

D = FA (1-4) 



Fig. 1-16. Resorte linealmente elastico 

En esta ecuacion F es la flexibilidad del resorte, y se define como el 
desplazamiento producido por un valor unitario de la accion A. 

La relacion entre la accion A y el desplazamiento D del resorte 
en la Fig. 1-16 tambien puede expresarse por una ecuacion de accion 
que expresa a A en terminos de D : 

A = SD (1-5) 

En esta ecuacion S es la rigidez del resorte, la que se define como 
la accion necesaria para producir un desplazamiento unitario. Puede 
verse de las Ecs. (1-4) y (1-5) que la flexibilidad y la rigidez del 
resorte son inversas, como sigue: 

F = | S = j = F~' (1-6) 

La flexibilidad del resorte tiene unidades de longitud entre fuerza, 
en tanto que la rigidez tiene unidades de fuerza entre longitud. 

Las mismas relaciones generales (Ecs. 1-4 a 1-6) que se aplican 
al resorte son validas para cualquier estructura linealmente elastica 
que este sujeta a una sola accion. Un ejemplo se da en la Fig. l-17a, 
donde se muestra una viga libremente apoyada sujeta a una fuerza 
concentrada A en el centro del claro. El desplazamiento D mostrado 
en la figura es la deflexion vertical y hacia abajo de la viga en el 
punto donde A actua sobre la viga. Por lo tanto, en este ejemplo 
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L fZ 4 * 4/ 2 

(a) 



1 


(c) 

Fig. 1-17. Flexibilidad y rigidez de una viga sujeta a una sola carga 

el desplazamiento D no solo corresponde a A, sino que tambien es 
causado por A. Las ecuaciones de accion y desplazamiento dadas 
previamente (Ecs. 1-5 y 1-4, respectivamente) son validas para la 
viga de la Fig. l-17a, siempre que la flexibilidad F y la rigidez S esten 
determinadas apropiadamente. En este caso la flexibilidad F es el 
desplazamiento producido por un valor unitario de la carga, segun 
se muestra en la Fig. l-17b (vease el caso 2 de la Tabla A-3 en el 
Apendice A) : 

F __ JlL 

1 ~ 48 El 

en donde L es la longitud de la viga y El es la rigidez a la flexion. 
La rigidez S, igual a la inversa de la flexibilidad, es la accion nece- 
saria para producir un valor unitario del desplazamiento (vease la 
Fig. l-17c): 

_ 48 El 

b “ L 3 

Notese de nuevo que S tiene unidades de fuerza entre longitud. Tam- 
bien, debe enfatizarse que la relacion inversa expresada por la Ec. 
(1-6) es valida solamente cuando la estructura esta sujeta a una 
sola carga. 

Consideremos ahora un ejemplo mas general en el que la es- 
tructura este sujeta a tres cargas (Fig. l-18a). Las cargas sobre la 
viga se denominan A U A 2 y A., y se toman positivas en las direcciones 
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Q ^ W\\ WW 

(b) 


F-. F 
./31 

“TT 


r- VsNNvC -VtW? 


(c) 



Fig. 1-18. Ilustracion de coeficientes de flexibilidad 

mostradas en la figura. La forma deformada (elastica) producida 
por las cargas que actuan sobre la viga se muestra en la Fig. l-18b. 
En esta figura los desplazamientos de la viga correspondientes a A a , 
•^2 y A 3 , y causados por las tres cargas actuando simultaneamente, se 
denominan D 1} D 2 y D 3 , respectivamente, y se consideran positivos en 
los mismos sentidos (o direcciones) de sus acciones correspondientes. 

Utilizando el principio de superposition, cada uno de los despla- 
zamientos de la Fig. l-18b puede expresarse como la suma de los 
desplazamientos debidos a las cargas A u A 2 y A 3 , actuando separada- 
mente. Por ejemplo, el desplazamiento D x esta dado por la expresion 

Di — Dn + Du -f- Dis 

en donde D ai es el desplazamiento correspondiente a. A x y causado 
por A, ; D 12 es el desplazamiento correspondiente a A x y causado por A 2 ; 
V es el desplazamiento correspondiente a A 1 y causado por A a . 
De modo similar se pueden escribir dos ecuaciones adicionales pa- 
ra D.j y D a . Cada uno de los desplazamientos que aparecen en los 
miembros de la derecha de estas ecuaciones es una funcion lineal 
de una de las cargas; esto es, cada desplazamiento es una directa- 
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mente proporcional a una de las cargas. Por ejemplo, D l2 es un des- 
plazamiento causado por A 2 unicamente, y es igual a A 2 multiplicada 
por cierto coeficiente. Denominando dichos coeficientes mediante el 
simbolo F, es posible escribir ecuaciones para los desplazamientos 
Di, D 2 y D ;1 explicitamente en terminos de la carga, de la manera 
siguiente: 

Di — FuAi + FnA -2 + F12A3 

D 2 = FuAi -f- F 22 A 2 + F 23 A 3 (1-7) 

D3 = F31A1 + F32A2 + F33A3 

En la primera de estas ecuaciones la expresion FuA-s. representa el 
desplazamiento D lls la expresion F 12 A 2 ; representa el desplazamiento 
Dio, y as! sucesivamente. Cada miembro derecho de las ecuaciones 
anteriores es un desplazamiento que esta escrito en la forma de un 
coeficiente multiplicado por la accion que produce el desplazamiento. 
Los coeficientes se llaman coeficientes de influencia de la flexibi- 
lidad, o mas facilmente, coeficientes de flexibilidad. 

Cada coeficiente de flexibilidad F representa un desplazamiento 
causado por un valor unitario de una carga. Asi, el coeficiente F X1 
representa el desplazamiento correspondiente a la accion A x y causa- 
do por un valor unitario de A l ; el coeficiente F J2 es el desplazamiento 
correspondiente a A x y causado por un valor unitario de A,; y asi 
sucesivamente. El significado fisico de los coeficientes de flexibilidad 
se muestra en las Figs. l-18c, . l-18d, y l-18e. Los desplazamientos 
de la viga causados por un valor unitario de la accion Ai estan mos- 
trados en la Fig. l-18c. Todos los coeficientes de flexibilidad de esta 
figura tienen un segundo subindice igual a uno, que denota la causa 
de los desplazamientos. El primer subindice en cada caso identifica 
al desplazamiento denominando la accion a que corresponde. Co- 
mentarios similares se aplican tambien a los desplazamientos dibu- 
jados en las Figs. l-18d y l-18e. El calculo de los coeficientes de 
flexibilidad F puede ser facil o dificil, dependiendo de la estructura 
en particular que se esta investigando. Al final del Art. 1-11 se da un 
ejemplo de una estructura muy sencilla. En los Caps. 2 y 3 se muestra 
el uso generalizado de coeficientes de flexibilidad en el analisis es- 
tructural, asi como los metodos de su calculo. 

En vez de expresar los desplazamientos en terminos de las accio- 
nes, como se hizo en las Ecs. (1-7), es posible escribir ecuaciones de 
accion que expresen las acciones en terminos de los desplazamientos. 
Tales ecuaciones pueden obtenerse, po:r ejemplo, resolviendo simul- 
taneamente las ecuaciones de desplazamiento. Por lo tanto, si las 
Ecs. (1-7) se resuelven para las acciones en terminos de los despla- 
zamientos, las ecuaciones de accion resultantes tendran la forma: 



44 


ANALISIS DE ESTRUCTURAS REXICULARES 


Ai = SuDi + S 12 D 2 + S 13 D 2 

A2' = S21D1 + S22D2 + S23D3 ( 1 _ 8 ) 

-<4.3 = S 31 D 1 + S 32 D 2 + SzzDz — 

en donde cada-^s un coefivients^de imfluencia. de la rigidez o, mas' 
facilmente, un co'eficiente de rlgidez> Como se estableGio anterior-" 
mente, una rigidez representa mna action debida a un desplaza- 
miento unitario. Por lo tanto, el coeficiente de rigidez S„ representa 
la accion correspondiente a A x cuando se introduce un desplaza- 
miento unitario en D a , en tanto que otros desplazamientos, a saber, 
Do y D,„ se mantienen igual a cero. Del mismo modo, el coeficiente 
de rigidez S 12 es la accion correspondiente a A x causada por un 
desplazamiento unitario en D 2 cuando D x y D 3 son iguales a 
cero. Continuando de este modo, todos los coeficientes de rigidez 
pueden definirse como acciones producidas por desplazamientos 
unitarios. 

La interpretation fisica de los coeficientes de rigidez se mues- 
tran en la Fig. 1-19. Las dos primeras partes de la figura (Figs. 


1 “ A • * 4, 



Fig. 1-19. Ilustracion de los coefi- Fig. 1-20. Ej. 1 


cientes de rigidez 
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l-19a y l-19b) estan repetidas de la Fig. 1-18 para mostrar las 
acciones y desplazamientos en la viga original. En la Fig. 1-1 9c 
la viga esta mostrada con un desplazamiento unitario correspon- 
diente a A x inducido en la estructura, en tanto que los desplazamien- 
tos correspondientes a A 2 y A 3 se hacen iguales a cero. Provocar 
estos desplazamientos en la viga requiere que se proporcionen res- 
tricciones artificiales adecuadas. Estas se muestran en la figura por 
los apoyos libres correspondientes a A t y A, y la restriccion de rota- 
cion correspondiente a A 3 . Las acciones de restriccion desarrolladas 
por estos apoyos artificiales son los coeficientes de rigidez. Por 
ejemplo, puede verse de la figura que S lt es la accion correspondien- 
te a Ax' y causada por un desplazamiento unitario correspon- 
diente a A 1} en tanto que los desplazamientos correspondientes a 
A, y A 3 se mantienen en cero. El coeficiente de rigidez S 21 es la 
accion correspondiente a A 2 causada por un desplazamiento unita- 
rio correspondiente a Ax, en tanto que los desplazamientos corres- 
pondiente a A 2 y A 3 se hacen iguales a cero, y asi sucesivamente 
para las otras rigideces. Notese que cada coeficiente de rigidez es 
una reaccion para la estructura fija y, por lo tanto, se utiliza una 
linea inclinada que corte^ al vector para distinguirla de un vector 
^cax gaT“C ada coef iciente d e rigidez se muestra actuando en su di- 
rection positiva supuesta, que es automaticamente la misma direc- 
tion que la de la accion correspondiente. Si la direction real de 
una de las rigideces es opuesta a la supuesta, el coeficiente tendra 
un valor negativo al calcularse. Los coeficientes de rigidez causados 
por desplazamientos unitarios correspondientes a A, y A 3 se mues- 
tran en las Figs. l-19d y l-19e. 

El calculo de los coeficientes de rigidez para la viga continua 
de la Fig. 1-19 seria muy laborioso. Sin embargo, al analizar una 
estructura mediante el metodo de la rigidez (como se hace en los 
Caps. 2 y 4), esta dificultad se evita limitando el calculo de coefi- 
cientes de rigidez a estructuras muy especiales que se obtienen 
fijando completamente todos los puntos de la estructura real. El 
proposito primero de la discusion precedente y de los dos ejemplos 
siguientes es auxiliar al lector a visualizar el sigmficado flsico 
de los coeficientes de rigidez y flexibilidad, sin tomar en conside- 
ration el calculo practico. 

Ejemplo 1. La viga mostrada en la Fig. 1-20 esta sujeta a las cargas 
A y A 0 en el extremo libre. Debemos representar el significado fisico de los 
coeficientes de flexibilidad y rigidez correspondientes a estas acciones me- 
diante dibujos. 

Las cargas unitarias correspondientes a las acciones A x y A z se muestxan 
en las Figs. l-20b y l-20c, respectivamente. Los desplazamientos producidos 
por estas cargas unitarias, y que corresponden a las acciones A x y A„, son 
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los coeficientes de flexibilidad. Estos coeficientes (F„, F,„ F „ y F ) estan 
identificados en las figuras. 12 22 

Los coeficientes de rigidez (veanse las Figs. l-20d y l-20e) se encuentran 
produciendo desplazamientos unitarios correspondientes a A x y A respec- 
tivamente, en tanto que mantenemos al mismo tiempo el otro 1 desplazamiento 
correspondiente igual a cero. Para llevar a cabo este resultado se requiere 
la introduccion de fijaciones apropiadas contxa la translacion y rotacion del 
extremo libre de la viga. Las acciones de fijacion o restriccion correspon- 
dientes a A x y A 2 son los coeficientes de rigidez, y estan identificados en 
las figuras. 

Ejemplo 2.. La arxnadura plana ilustrada en la Fig. l-21a esta sujeta a 
dos cargas A x y A 2 . Los dibujos de las Figs. l-21b, l-21c, l-21d y l-21e mues- 
tran el significado fisico de los coeficientes de flexibilidad y rigidez corres- 
pondientes a A x y A 2 . N6tese que las rigideces mostradas en las Figs. l-21d 
y l-21e son las acciones de restriccion requeridas cuando el nudo cargado de 
la armadura se desplaza a una distancia unitaria en las direcciones de y 
A 2 , respectivarnente. Una restriccion de este tipo se puede proporcionaf me- 
dian te un apoyo articulado. 



Fig. 1-21. Ej. 2 

1.11. Matrices de flexibilidad y de rigidez. En el articulo prece- 
dente el significado de acciones de accion y desplazamiento se dis- 
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cutio con referencia a ejemplos en particular. Es facil gener aliz ar 
esa discusion y obtener, por lo tanto, las ecuaciones para una estruc- 
tura que esta sujeta a cualquier numero de acciones y desplazamien- 
tos correspondientes. Por lo tanto, si el numero de acciones que 
actua en la estructura es n, las ecuaciones que dan los n desplaza- 
mientos correspondientes son (comparense con las Ecs. 1-7): 

Di — F nAi + F 12 A 2 +•••-)- Fi n A n 

Di — F 21 A 1 + F 22 A 2 rf- • • • -f- F^nAn 

(1-9) 

D n = F „iAi + F n2 A 2 -j- • • • + F nn A n 

En estas ecuaciones cada desplazamiento D corresponde a una de 
las acciones A, y esta causada por todas las acciones actuando sim ul- 
taneamente sobre la estructura. Por ejemplo, D x es el desplazamien- 
to correspondiente a A x y causado por todas las acciones A 1} A z . . . , 
A n . Cada coeficiente de flexibilidad F representa un desplazamiento 
causado por un valor unitario de una de las acciones, en tanto que las 
otras acciones son iguales a cero. Por ejemplo, F 21 es el desplaza- 
miento correspondiente a la accion A 2 y causado por un valor unitario 
de la accion A x . En general, el coeficiente de flexibilidad F tj es el 
iesimo desplazamiento (esto es, el desplazamiento correspondiente 
a la zesima accion ) debido a un valor unitario de la zesima accion. 
El coeficiente se toma positivo cuando tiene la direction (o sentido) 
de la zesima accion. 

En forma matritial las ecuaciones de desplazamiento (1-9) 
quedan 



“Dx" 


"Fn F 12 ••• F in ~ 


~A 1 1 


D 2 

= 

Fn F 22 ...Jl F 2n 


a 2 

0 

Dn~ 


-Fm F n2 ... F nn _ 


A n _ 


D = FA (1-10) 

en donde D es una matriz de desplazamiento de orden nX 1; F es 
una matriz de flexibilidad cuadrada de orden n X n; y A es una ac- 
tion o matriz de carga de orden n X 1.* Los coeficientes de flexibi- 
lidad Fij que aparecen en la diagonal principal de F se llaman 
coeficientes de flexibilidad directos y representan desplazamientos 
causados por valores unitarios de las acciones correspondientes. Los 

* Los simbolos de las matrices estan escritos con negritas para identificarlos de los 
escalares. 
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coeficientes de flexibilidad restantes se llaman coeficientes de flexi- 
bilidad cruzados-, y cada uno representa un desplazamiento causado 
por un valor unitario de una accion que no corresponde al desplaza- 
miento. Es obvio que i = j para las flexibilidades directas y que 
i^Lj para las flexibilidades cruzadas. 

Las ecuaciones de accion para la estructura con n acciones A 
que actuan sobre ella pueden obtenerse resolviendo simultaneamen- 
te las Ecs. (1-9) para las acciones en terminos de los desplazamien- 
tos. Esta operation da las siguientes ecuaciones de accion: 

At = SnDi + SnD 2 + • • • + SinDn 

A 2 = S21D1 + S22D2 + • ■ • + S in D n ( 1 - 11 ) 

An = SnlDl + S^Dz + • ■ • "b S nn Dn 

Estas ecuaciones de accion en forma matricial son 

At Sn <Si2 ■ ' ’ 'Sin 

A 2 _ $21 $22 ' ' ‘ $2n 

A n _ _>Snl S n 2 ’ ' * *Snn. 

A = SD (1-12) 

Como se describio anteriormente, las matrices A y D representan las 
matrices de accion y desplazamiento de orden n X 1. La matriz 
es una matriz de rigidez cuadrada de orden n X n. Cada coeficiente 
de rigidez S i} puede definirse como la iesima accion debida a un 
valor unitario del jesimo desplazamiento, suponiendo que los desplaza- 
mientos restantes sean iguales a cero. Si i = j el coeficiente es un 
coeficiente de rigidez directo; si i ^ j, es un coeficiente de rigidez 

cruzado. . 

Puesto que las Ecs. (1-11) se obtuvieron de las Ecs. (1-9) y las 
acciones A y los desplazamientos D que aparecen en esas ecuaciones 
son correspondientes, se sigue que las matrices de flexibilidad y de ri- 
gidez estan relacionadas de una manera muy especial. Esta relacion 
puede verse resolviendo la Ec. (1-10) para A, dando la expresion 

A = F -1 D (M3) 

en donde F- 1 representa a la in vers a de la matriz de flexibilidad F. Los 
vectores* A y D de esta ecuacion son los mismos de la Ec. (1-12) 
y, por lo tanto, es obvio que 

S = F- 1 y F = S- 1 (1-14) 

* El t^r min o vector se utiUza frecuentemente para una matriz de una columna o un 
rengldn. 
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Esta relacion muestra que la matriz de rigidez es la inversa de la matriz 
de flexibilidad y viceversa, siempre que se considere el mismo juego de 
acciones y desplazamientos correspondientes en las ecuaciones de ac- 
cion y en las ecuaciones de desplazamiento. 

Una situacion algo diferente que ocurre en el analisis estructural 
es la siguiente. Un juego de ecuaciones de desplazamiento que rela- 
ciona las acciones A, y sus desplazamientos correspondientes D, se 
obtiene para una estructura particular, como sigue 

Dj = FxAx 

En esta ecuacion F a es la matriz de flexibilidad que relaciona los despla- 
zamientos Dx con las acciones A*. Independientemente, puede escri- 
birse para la misma un juego de ecuaciones de accion que relaciona 
otro juego de acciones A 2 con los desplazamientos correspondientes 
D 2 ; por lo tanto 

A z — - S 2 D 2 

Por supuesto, no es cierto que las matrices de flexibilidad y de rigidez 
F x . y S-. sean inversa una a otra. Sin embargo, siempre es posible 
obtener la inversa de F ls y a esta inversa puede llamarsele correcta- 
mente una matriz de rigidez. Es la matriz de rigidez Si la que esta 
asociada con la ecuacion de accion que relaciona a Ai con Dj; espe- 
cificamente, la siguiente ecuacion: 

A x = Fx^Dx - SxDx 

Similarmente, la inversa de la matriz S z es una matriz de flexibili- 
dad que relaciona a D 2 con A 2 , de la manera siguiente: 

D 2 = S 2 - : A 2 := F 2 A 2 

Esta discusion muestra que una matriz de flexibilidad o de rigidez 
no es un arreglo que esta determinado solo por la naturaleza de la 
estructura; tambien esta relacionado directamente con el juego de 
acciones y desplazamientos que esta bajo consideration. Esta idea 
sera encontrada de nuevo en el siguiente capitulo, donde el significa- 
do de la inversa de una matriz de flexibilidad y de la inversa de una 
matriz de rigidez seran discutidos mas ampliamente en conexion con 
los metodos de analisis de la rigidez y de la flexibilidad. 

Ejemplo. La viga en voladizo mostrada en la Fig. l-22a est4 sujeta a las 
acciones A 1 y A z .en el extxemo Ubre. Los desplazamientos correspondientes se 
denominan mediante D 1 y D 2 en la figura. 
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Los coeficientes de rigidez son las acciones de restriccidn mostradas en las 
Figs. l-22d y l-22e. En este ejemplo en particular, los coeficientes son reac- 
ciones para una viga empotrada, y sus expresiones pueden obtenerse de una 
tabla de acciones de empotramiento. Esta tabla esta dada en el Apendice B 
(vease la Tabla B-4), de donde se obtienen las siguientes expresiones: 

O _ IM a C ZEI 4JSI 

~ JJ. "I* = 0 2l S 22 = ~ 

Por lo tanto, las ecuaciones de accidn son 

, 12 El n QEI _ 


. 6ei Am „ 
a,= -—d 1 + - t d. 


y la matriz de rigidez es 


12EI _6i ET 
L 3 £. 


SEI AEI 

- L> ~L J 

En donde las matrices de flexibilidad y de rigiidez se multiplican, se obtiene la 
matriz de identidad I: 


FS = SF 


"1 0 “ 

_° i. 


Por lo tanto, las matrices F y S son inversas entre si, como se expreso previa- 
mente en la Ec. (1-14). 


1.12. Relaciones reciprocas. La forma general de las ecuaciones 
de accion y desplazamiento que relaciona un juego de acciones A y 
los desplazamientos correspondientes D se dio en el artlculo anterior. 
Es conveniente en la siguiente discusion visualizar las acciones A 
como cargas que actuan sobre la estructura y suponer que todas las 
cargas se aplican proporcionalmente a la estructura. Cargar propor- 
cioncilTtWTite significa que inicialmente todas las cargas son cero y 
que estas se incrementan gradualmente en tales proporciones que 
todas alcanzan sus valores finales simultaneamente. Por lo tanto, 
en cualquier etapa intermedia del proceso de carga, cada carga es la 
misma fraccion de su valor final. 

Si las cargas que actuan sobre una estructura se aplican propor- 
cionalmente, cada carga aumentara gradualmente desde cero hasta 
su valor final y, por lo tanto, efectuara un trabajo igual a su valor 
promedio (la mitad de su valor final) multiplicado por el despla- 
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zamiento sobre el que se mu eve. Este desplazamiento sera el des- 
plazamlento correspondiente a la carga en si, y causado por todas 
las cargas actuando simultaneamente. Asl, el trabajo W de todas las 
fuerzas es 

W = \A\D\ -{-••• + |An-On ^ 

~ %{AiDi 4- A 2 D 2 + • • • + A n D n ) 

en donde A 1} A 2 , . . . , A n son las acciones en la estructuro. y Di, 
Do, D„ son los desplazamientos correspondientes. Como las ma- 
trices de accion y de desplazamiento A y D (vease la Ec. 1-10) son 
matrices de columna (o vectores de columna), se puede obtener una 
expresion para trabajo de cualquiera de los productos matriciales 
mostrados : 

W = iA'D = IDA ( 1 - 16 ) 

en donde A' y D' son los traspasos de A y D, respectivamente. En las 
relaciones dadas en la Ec. (1-16) cada uno de los productos A'D y 
D'A representa una matriz de renglon multiplicada por una matriz 
de columna, que da un resultado que es una matriz W de un elemen- 
to. El valor del elemento en si es W, y el trabajo esta definido por 
la Ec. (1-15). Por lo tanto, en el resto de la discusion la matriz W 
y el trabajo W se consideran intercambiables, y la Ec. (1-16) puede 
considerarse como una expresion que es equivalente a la Ec. (1-15). 

Como el trabajo de las cargas es y>A'D (vease la Ec. 1-16) y co- 
mo D = FA, otra expresion para el trabajo es 

W = y 2 A'FA ( a ) 

Tomando el traspaso de ambos lados de la Ec. (1-10), la expresion 
para el traspaso de D se vuelve D' = A'F' ya que el traspaso de un 
producto es el producto de los traspasos pero en orden invertido. Por 
lo tanto, como el trabajo es V 2 D'A (vease la Ec. 1-16), se sigue que 
otra expresion para el trabajo es 

W = y 2 A'F'A (b) 

Una comparacion entre las Ecs. (a) y (b) muestra que la matriz 
de flexibilidad y su traspaso son iguales: 

F = F' (1-17) 

Por lo tanto, se concluye que la matriz de flexibilidad F es una ma- 

triz simetrica, y que los coeficientes de flexibilidad cruzados estan 
relacionados por la expresion 

F„ = Fa 


( 1 - 18 ) 
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Esta relacion se conoce como el teorema reciproco para flexibilida- 
des, y muestra que el desplazamiento correspondiente a la zesima 
accion y causado por un valor unitario de la jesima accion es igual 
al desplazamiento correspondiente a la jesima accion y causado por 
un valor unitario de la zesima accion.* 

Una ilustracion del teorema reciproco puede obtenerse refirien- 
dose al ejemplo del final del articulo precedente. Puede verse que en 
ese ejemplo las flexibilidades F 12 y F 21 son iguales y que la matriz 
de flexibilidad F es simetrica. Se encontraran muchos ejemplos adi- 
cionales de las relaciones reciprocas en conexion con el metodo de 
analisis de la flexibilidad. 

En lugar de sustituir la ecuacion de desplazamiento D = FA por 
la expresion del trabajo de las cargas sobre la estructura, es posible 
comenzax sustituyendo la ecuacion de accion A = SB (vease la 
Ec. 1-12). Cuando esta relacion se sustituye por la segunda expre- 
sion para trabajo (vease la Ec. 1-16), el resultado es 

W = y 2 D'SD (c) 

Tambien, cuando la relacion A' = D'S', que se obtiene tomando el 
traspaso de ambos lados de la ecuacion de accion, se sustituye por 
la primera expresion de trabajo, se obtiene lo siguiente: 

W = y 2 D'SD (d) 

De las Ecs. (d) y (c) puede verse que la matriz de rigidez es tam- 
bien una matriz simetrica, ya que es la misma que su traspaso: 

S = S' ( 1-19) 

Por supuesto, el hecho de que S sea simetrica puede haberse con- 
cluido directamente de la simetrla de la matriz de flexibilidad F, ya 
que la inversa de cualquier matriz simetrica es otra matriz simetrica. 
De la Ec. (1-19) se ve que el teorema reciproco para rigidez es 

Sjj = Sji ( 1 - 20 ) 

Este teorema muestra que la zesima accion debida a un valor unita- 
rio del jesimo desplazamiento es igual a la jesima accion debida a 
un valor unitario del zesimo desplazamiento. Un ejemplo del teorema 
reciproco para rigideces tambien puede verse en el ejemplo al final 
del articulo anterior, donde las rigideces S v , y S 21 son iguales entre 
si, y S es simetrica. 

Las matrices de rigideces son una caracteristica esencial del me- 
todo de analisis de rigidez, y muchos ejemplos de ell as seran encon- 

151 El teorema reciproco para flexibilidades tambien se llama teorema de Max-well , ya que 
el primero en presentario fue J. C. Maxwell en 1864. 
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trados en los Caps. 2 y 4. En todos los casos puede verse que existe 
relacion reclproca entre los coeficientes de rigidez cruzados. 


PROBLEMAS 

(9 1.4-1. Una barra prismatica esta sujeta a fuerzas axiales P iguales y opues- 

tas en cada extremo, las que producen una tension uniforme en la barra. De- 
r-. fina los desplazamientos que corresponden a estas dos fuerzas P. 

^ Qy 1.4-2. Defina las acciones que correspondin a los desplazamientos A„ y 
e c en el marco piano mostrado en la Fig. 1-6. 

1.4-3. La viga simplemente apoyada mostrada en la figura tiene una rigi- 
dez a la flexion constante El y una longitud L. Las cargas que actuan sobre 
la viga son dos acciones A, y A,, segun se ilustra. Obtenga expresiones en 
terminos de A 1; A 2 E, I y L para los siguientes temas: (a) el desplazamiento 
D lt correspondiente a la accion Aj y causado por la accion A x actuando sola; 
(b) el desplazamiento D 12 correspondiente a la accion A a y causado por A 
actuando sola; y (c) el desplazamiento D x correspondiente a A 1 y causado por 
ambas acciones actuando simultaneamente. 



Prob. 1.4-3 


0 


1.4-4. Para la viga en voladizo mostrada en la figura, determine los des- 
plazamientos D 1:1 , D 21 y D 31 . Suponga que la viga tiene una rigidez a la flexion 
constante El. 



Prob. 1.4-4 

Qfl — ^ ( 2 ) 1.4-5. La viga en voladizo mostrada en la figura esta sujeta a las cargas 

Aj, A., y A.,. Suponiendo una rigidez a la flexion constante El para la viga, 
determine los desplazamientos D n , D 23 y D 33 . 



Prob. 1.4-5 


1.4-6. La armadura mostrada en la figura esta sujeta a la accion A x en la 
forma de una fuerza horizontal en el nudo A y a una accion A„ consistente 
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en dos fuerzas iguales y opuestas en los nudos A y D. Todos los miembros de 
la armadura son prismaticos y tienen una rigidez axial EA. Determine los 
desplazamientos D 11 , D 12 , D 21 y D 22 . 



h l — -H 

Prob. 1.4-6. 

1.7-1. (a) iCual es el grado de indeterminacion cinematica para una viga 
simplemente apoyada? (vease la figura). (b) Si los efectos de las deformacio- 
nes axiales se desprecian, <>cual es el grado de indeterminacion cinematica? 
(c) y (d) Repita las cuestiones (a) y (b) para una viga en voladizo que este 
empotrada en un extremo y libre en el otro. 


Prob. 1.7-1 

1.7- 2. (a) iCual es el grado de indeterminacion estatica para la viga con- 
tinua mostrada en la Fig. 1-la? (b) £Cual es el grado de indeterminacion 
cinematica? (c) Si los efectos de las deformaciones axiales se desprecian, 
icual es el grado de indeterminacion cinematica? 

1.7- 3. (a) Determine el numero de grados de indeterminacidn estatica para 
la armadura plana mostrada en la Fig. 1-lb. (b) Determine el grado de inde- 
terminacion cinematica. 

1.7- 4. iCual es el grado de indeterminacion cinematica para la armadura 
plana mostrada en la Fig. 1-9? 

1.7- 5. Determine los grados de (a) indeterminacion estatica y (b) indeter- 
minacion cinematica para la armadura en el espacio de la Fig. 1-lc. 

^jj) 1.7-6. Repita el Prob. 1.7-2 para el marco piano mostrado en la figura. 



Prob. 1.7-6 




Prob. 1.10-1 
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&6r : Oq: D"1 



Prob. 1.10-5 





Prob. 1.10-8 
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PROB. 1.10-10 


J 


CAPITULO 2 


INTRODUCCION A LOS METODOS DE LA FLEXIBILID AD 
¥ DE LA RIGIDEZ 


2.1. Introduccion. En este capitulo se introducen los conceptos 
basicos de los metodos de la flexibilidad y de la rigidez (tambien llama- 
dos metodos de la action y del desplazamiento, respectivamente). Es- 
tos metodos son aplicables generalmente a todos los tipos de estruc- 
tura, incluyendo aquellos formados de vlgas, columnas, placas, 
cascarones y otros elementos estructurales. Sin embargo, todas las 
estructuras que se analizaran en este libro son estructuras reticula- 
res, como se describio anteriormente en el Art. 1.2. Las estructuras 
reticulares son probablemente las mas comunmente encontradas en 
la practica de la ingenieria y, proportions ejemplos excelentes con los 
cuales ilustrar las ideas basicas de los metodos de la flexibilidad y 
de la rigidez. Ambus metodos son fundamentales en concepto e involu- 
cran formulaciones matematicas similares, como se apuntara en los 
articulos posteriores. 

La formulation de los dos metodos se hace mediante algebra ma- 
tricial, ya que hace posible tratar en terminos generates desde el 
principio, aunque los primeros problemas por resolver son muy sen- 
cillos y estan formulados solamente para ilustrar los conceptos basi- 
cos. Sin embargo, la expresion de los metodos en terminos matri- 
ciales permite una generalization inmediata a estructuras muy 
complicadas, y esta es una de las ventajas principales de la notation 
matricial. Tambien, el uso de matrices, plan tea el problema en una 
forma ideal para programacion en una computadora digital. Este he- 
cho representa probablemente la primera motivacion para utilizar los 
metodos de la flexibilidad y de la rigidez en la forma que se utiliza. 

Finalmente, debe comprenderse que los metodos de la flexibili- 
dad y de la rigidez pueden organizarse hastaformar un procedimiento 
altamente sistematizado para el analisisi de una estructura. Una vez 
que se han comprendido los conceptos basicos del procedimiento, 
los metodos pueden aplicarse a estructuras de cualquier grado de 
dificultad. Asi, el objetivo de los ultimosi capitulos es desarrollar pro- 
cedimientos sistematicos para anahzar cada clase de estructuras 
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reticulares, incluyendo vigas, armaduras, parrillas y marcos. Estos 
procedimientos pueden programarse para una computadora digital. 
Despues de hacer esto, cualquier estructura dentro de las estructuras 
bajo consideracion puede analizarse por medios automaticos. 

2.2. EL metodo de la flexibilidad. El primero de los dos metodos 
por describirse es el de la flexibilidad, el que puede utilizarse para 
analizar cualquier estructura estaticamente indeterminada. Para ilus- 
trar las ideas fundamentals del metodo, consideremos el ejemplo 
mostrado en la Fig. 2- la. La viga ABC de la figura tiene dos claxos 
de igual longitud y esta sometida a una carga uniforme de intensidad 
w. La viga es estaticamente indeterminada de primer grado, ya que 
hay cuatro reacciones posibles (dos reacciones en A, una en B y otra 
en C) y tres ecuaciones de equilibrio estatico para acciones en un 
piano. La reaccion R„ en el apoyo interior se tomara como la redun- 
dante estatica, aunque existen otras posibilidades. Si se suelta esta re- 
dundante, se obtiene una estructura litre.* En este caso, la estructu- 
ra libre es la viga simplemente apoyada mostrada en la Fig. 2-lb. 



ABC 



(e) 


Fig. 2-1. Ilustracion del metodo de la flexibilidad 

11 Algunos autores la Hainan “Estatica Fundamental”. (N. del T.). 
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Bajo la accion de la carga uniforme w, la estructura libre se de- 
forma como se ilustra en la Fig. 2-lc. El desplazamiento de la viga 
en el Punto B se denomina por y esta dado por la expresion (vease 
la Tabla A-3 del Apendice A): 

_ 5u>L 4 
B ~ 384E7 

en donde El es la rigidez a la flexion de la viga. Sin embargo, la viga 
real se supone que no tiene translation (esto es, no tiene asentamien- 
to) en el punto B. Por lo tan to, la reaccion redundante R„ debe ser 
tal que produzca en la estructura libre un desplazamiento hacia axri- 
ba igual a a b (vease la Fig. 2-ld). De acuerdo con el principio de 
superposicion, el desplazamiento final en el punto B en la estructura 
libre es la resultante de los desplazamientos causados por la carga w 
y la redundante R n . El desplazamiento hacia arriba debido a R„ es 

a _ M! 

~ 48EI 

segun se obtiene de la Tabla A-3 del Apendice. Igualando estas dos 
expresiones obtenidas anteriormente para A c se tiene 

5i vL 4 _ R b L 3 . \ 

384 El ~~ 48EI 1 " ’ 

La reaccion incognita R B puede obtenerse resolviendo la Ec. (2-1): 

R b - f wL 

Una vez encontrada R B , las reacciones restantes de la viga de dos cla- 
ros pueden encontrarse mediante las ecuaciones de equilibrio estatico. 

En el ejemplo anterior, el procedimiento fue calcular desplaza- 
mientos en la estructura libre causados por las cargas y por la accion 
redundante y despues formular una ecuacion relacionada con estos 
desplazamientos. La Ec, (2-1 ) expresa el hecho de que el desplazamien- 
to vertical debido a la carga es igual al desplazamiento hacia arriba 
debido a la redundante. En general, una ecuacion de este tipo puede 
llamarse una ecuacion de compatibilidad, debido a que expresa una 
condicion relacionada con los desplazamientos de la estructura. Tam- 
bien puede llamarse una ecuacion de superposicion, ya que esta ba- 
sada sobre la superposicion de los desplazamientos causados por 
mas de una accion. Otro nombre podrla ser ecuacion de geometna, 
debido a que la ecuacion expresa una condicion relacionada con la 
geometna de la estructura. 

Un acercamiento mas general que puede utilizarse en la reso- 
lucion de la viga de dos claxos de la Fig. 2-la consiste en encontrar 
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el desplazamiento producido por un valor unitario de R B y luego mul- 
tipllcar este desplazamiento por R B para encontrax el desplazamiento 
causado por R B . Tambien es mas general y sistematico utilizar una 
convencion de signos consistentes para las acciones y desplazamien- 
tos en B. Por ejemplo, puede suponerse que tanto el desplazamiento 
en B como la reaccion en B son positivos cuando son hacia arriba. 
Luego la aplicacion de una fuerza unitaria (correspondiente a R B ) a 
la estructura libre, como se muestra en la Fig. 2-le, da como resul- 
tado un desplazamiento positivo S B . Este desplazamiento esta dado 
por la expresion 


El desplazamiento causado por R B actuando sola sobre la estructura 
libre es S B R B . El desplazamiento causado por la carga uniforme w ac- 
tuando sola sobre la estructura libre es 


4a = — 


5 wL 4 
384E7 


Este desplazamiento es negativo debido a que a b se supone ser posi- 
tiva cuando es hacia arriba. La superposicion de los desplazamientos 
debidos a la carga w y a la reaccion R B debe producir un desplaza- 
miento igual a cero de la viga en el pun to B. Por lo tanto, la ecuacion 
de compatibilidad es 


As + 5 b R b = 0 


de donde 


~JD 

Cuando las expresiones dadas anteriormente para A B y 8^ (veanse 
las Ecs. 2-2 y 2-3) se sustituyen en la Ec. (2-5), el resultado es 



que es el mismo resultado obtenido anteriormente. El signo positivo 
en el resultado denota el hecho de que R B esta hacia arriba. 

Una parte importante de la solution precedente consiste en escri- J 
bir la ecuacion de superpo sicion (Ec. 2-4) q ue express el hecho geo / 
metrico de que la ggkj^Tsufre deflexion eneTa^OT. Incluidos'en 
esta ecuacion estan los efectos"“de~la carga y de la reaccion redun- 
dante. El desplazamiento causado por la reaccionjia sido_expresado /; R 
c(m Y.ejicio nalmente como el producto de la^re acciof^ y el ^esplaz^ - 
rfuento-causado por un valor unitario de la reaccion]) El ultimfTeTun 
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coeficiente de influencia de flexibilidad, ya que es el desplazamiento 
debido a una action unitaria. Si todos los terminos de la ecua- 
cion se expresan con la misma convencion de signos, (luego ti~tigiKK 
dgl resultado _final denotara la direccio n verdadera de la accioiEre^ 
dundante. ~ 

Si una estructura es estaticamente indeterminada de un grado 
mayor al primero, el acercamiento utilizado en el ejemplo anterior 
debe orgamzarse un poco mas, y se debe introducir una notacion 
mas generalizada. Para ilustrar estas caracteristicas, se considerara 
otro ejemplo de viga prismatica (vease la Fig. 2-2a). La viga mos- 
trada en la figura es estaticamente indeterminada de segundo grado, 
por lo tanto, una estructura libre estaticamente determinada puede 
obtenerse liberando de la viga dos acciones redundantes. Se pue- 
den escoger diferentes acciones para last redundantes y la estructura 
libre correspondiente. En las Figs. 2-2b, 2-2c, 2-2d y 2-2e se mues- 
tran cuatro de estas posibilidades para la estructura libre. En la pri- 
mera de estas figuras, el momento reactivo en A y la fuerza en B se 
toman como las redundantes; por lo tanto, la restriction rotacional 
en A y la restriccion rotacional en B se eliminan de la viga original 
para obtener la estructura libre. En el siguiente caso (Fig. 2-2c) el 
momento reactivo en A y el momento flexionante interno en B se 
sueltan. Por lo tanto, la estructura libre no tiene restriccion rotacio- 
nal en A ni restriccion contra el momento flexionante en B. La ulti- 
ma condition se representa por la presencia de una articulation en 
la viga en el pun to B. La estructura libre mostrada en la Fig. 2-2d 
se obtiene soltando la reaccion y el momento flexionante en el punto 
B. Finalmente, la estructura libre mostrada en la Fig. 2-2e se obtiene 
seleccionando las reacciones en los nudos B y C como las redundan- 
tes. Esta estructura libre en particular es la seleccionada para el 
analisis que sigue, aunque cualquiera de las otras podrlan ser apro- 
piadas. Todas las estructuras libres mostradas en la Fig. 2-2 son es- 
taticamente "'litienm En general, solo estructuras 

de este tipo seran utilizadas~~en~4as discusiones del metodo de la 
flexibilidad. 

Las acciones redundantes que son seleccionadas para el analisis 
se denominan Q x y Q 2 en la Fig. 2-2a. Estas acciones son las fuerzas 
reactivas en los nudos B y C. En la Fig. 2-2f se muestra la estructura 
libre sujeta a las varias cargas que actuan sobre la viga original, las 
que en este ejemplo se suponen ser tres cargas concentradas P a , P„ 
y P' 6 ’ y^P QrP ar Estas cargas producen desplazamientos en la/ds^) 
'^tfuctur ^libr p y , en particular, los desplazamientos que correspondert 
-a-^Ty Q .2 sejgroduce n en los nudos B y C. Estos desplazamientos se 
denominan la figura. En esta notacion el simbolo 
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D gL se utiliza para representar un desplazamiento correspondiente a 
una redundante Q y causado por las cargas sobre la estructura. Los 
subindices numericos que siguen al slmbolo denotan la redundante 
a la que corresponde el desplazamiento. Asi, es conveniente visuali- 
zar a D QL como un slmbolo, en tanto que los numeros que siguen a 



Fig. 2-2. Ilustracion del metodo de la flexiblidad 


D ql se muestran en su direccion positiva supuesta, la que es hacia 
arriba. Las direcciones positivas para los desplazamientos deben ser 
siempre las mismas que las direcciones positivas de las redundantes 
a las que corresponden los desplazamientos. Como se supone que las 
redundantes son positivas cuando van hacia arriba, los desplazamien- 
tos tambien seran positivos hacia arriba. 

Para obtener los diferentes coeficientes de influencia de flexibili- 
dad que aparecen en las ecuaciones de compatibilidad, se aplican 
valores unitarios de las redundantes Qi y Q 2 a la estructura libre. Pa- 
ra la condition Q x = 1 mostrada en la Fig. 2-2g, el coeficiente de flexi- 
bihdad ; F 1X _es esl desplazamiento correspondiente a Q.?'"debido a un 
valor unitario de QT, y el coeficiente F 21 es el desplazamiento corres- 
pondiente a Q 2 debido a un valor unitario de Q x . Para la condition 
Q, = l mostrada en la Fig. 2-2h, F 12 es el desplazamiento correspou- 
diente a Q x debido a un valor unitario de Q 2 y F 22 es el desplazamien- 

* En la nrogramacibn de computadoras, el slmbolo Dql se escribe DQL debido a la ne» 
cesidad de que todos los caracteres, sean alfab^ticos o numericos, esten en la misma llnea. 
Cuando se tienen subindices, pueden aumentarse al slmbolo bisico. Por ejemplo, en un 
progTama de computacidn DQL(l) es el modo usual de escribir Dqli, Se puede utilizar un es- 
tilo similar para los otros slmbolos que se encuentran en el presente trabajo. 
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to correspondiente a Q 2 debido a un valor unitario de Q 2 . Los coefi- 
cientes de flexibilidad se muestran en sus direcciones positivas. 

Las ecuaciones de superposicion que expresan las condiciones 
de compatibilidad en los nudos B y C de la viga real pueden ahora 

escribirse. Como los desplazamientos translacionales (deflexiones) en 

^ _ _ 1 

VQ. ■ (2-6) 

La primera de estas ecuWones representa el desplazamiento total en 
B, que esta formado por tres partes: el desplazamiento debido a las 
'^■''v-'cargas ,.el desplazamiento debido a Q x y el desplazamiento debido a 
superposicion de los tres despla.zamientos da el desplazamien- 
to*' total, que es igual a cero. Se aplican comentarios similares a la 
segunda ecuacion. Las dos ecuaciones pueden resolverse simultanea- 
mente para Q x y Q 2 , despues de esto se pueden encontrar por estati- 
ca las otras acciones en la viga. 

Es deseable en esta etapa de la discusion escribir las ecuaciones 
de superposicion de una forma un poco mas general. Siempre es po- 
sible que los movimientos de los apoyos correspondientes a las redun- 
dantes tengan lugar en la viga original, y estos desplazamientos pue- 
den incluirse rapidamente en el analisis. Supongamos que D Q1 y D Q2 
representen los desplazamientos reales en viga correspondiente a 
Q t y Q 2 . Por lo tanto, D Q1 representa el desplazamiento del apoyo en 
B, con la direccion hacia arriba como positiva. Similarmente, D Q2 es 
el desplazamiento del apoyo en C. Las ecuaciones de superposicion 
expresan el hecho de que los desplazamientos finales correspondien- 
tes a Qi y Q 2 son iguales a las sumas de los desplazamientos causa- 
dos por las cargas y las redundantes; por lo tanto, las ecuaciones son. 

Dqi = Dqli + FnQi 4 - F 12Q2 
D qi = Dqlz + F 21 Q 1 + F 22 Q 2 

Si no existen desplazamientos de los apoyos, como se supuso en este 
problem a, Dqi y Dq 2 son ambos cero, y las Ecs. (2-7) se reducen a 
las Ecs. (2-6). Si existen desplazamientos de los apoyos que no co- 
rrespondan a una redundante, tal como un desplazamiento en el 
nudo A, deben manejarse por los metodos descritos en el Art. 2.4. 

Las ecuaciones de superposicion (2-7) pueden escribirse en for- 
ma matricial como _ _ u 

( Dq = Do^y-f- FQ (2-8) 

en donde Dq es la matriz de los deplazamientos reales correspondien- 
tes a las redundantes, B QL es la matriz de los desplazamientos de 
la estructura libre correspondientes a las acciones redundantes Q y 


los apoyos B y C son cero, las ecuaqo^es^ quedgn 


DJ11Q1 + (Fj& 

FvjQ 1 +(^ 22 ( 
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debidos a las cargas, y F es la matriz de flexibilidad para la estruc- 
tura libre correspondiente a las acciones redundantes Q. Para las 
ecuaciones dadas anteriormente, estas matrices son: 



Debe notarse que un slmbolo alternative (y mas consistente) para 
un coeficiente de flexibilidad F serla D QQ , que representa un despla- 
zamiento en la estructura libre correspondiente a una redundante Q 
y causado por un valor unitario de una redundante Q. Por lo tanto, 
la matriz F tambien podria identificarse como D QQ para tener una 
notacion consistente, pero el uso de F para “flexibilidad” es mas 
conveniente. 

El vector Q de redundantes puede obtenerse resol viendo la 
Ec. (2-8); asl: 

Q = F- j (Dq - D ql ) (2-9) 

en donde F- 1 representa a la inversa de la matriz de flexibilidad. De 
esta ecuacion las redundantes pueden calcularse despues de obtener 
las matrices D Q , D QL y F. La primera de estas matrices sera conocida 
para las condiciones de apoyo que existen en la estructura original, 
en tanto que las otras dos se calculan a partir de las propiedades de 
la estructura libre. El problema puede considerarse resuelto cuando 
se conoce la matriz Q, ya que todas las otras acciones pueden ser 
determinadas por el equilibrio estatico. Cuando las acciones de toda 
la estructura han sido determinadas, los desplazamientos en cual- 
quier punto tambien pueden encontrarse. Un metodo para incorporar 
en el analisis el calculo de las acciones y los desplazamientos en 
varios puntos de estructura esta dado en el Art. 2.5. (f~~i 

La matriz D Q normalmente sera una matriz nula O (esto es, una 
matriz con todos los elementos iguales a cero), excepto cuando 
una o mas de las redundantes es una reaction del apoyo que tiene • 
un desplazamiento del apoyo correspondiente. Si la matriz D Q es nu- 
la, la Ec. (2-9) para las acciones redundantes Q queda 

Q = F _1 (G - D ql ) = -F->D ql (2-10) 

Esta ecuacion puede utilizarse en lugar de la Ec. (2-9) siempre que 
los desplazamientos D Q sean cero. El metodo de manejar un despla- 
zamiento de los apoyos cuando no existe una accion redundante cp- i 
rrespondiente a ese desplazamiento esta explicado en el Art. 2.4./ W 
Para mostrar el uso de las ecuaciones matriciales dadas anterior- 
mente, consideremos de nuevo la viga de la Fig. 2-2a. Para tener 
un ejemplo especifico, supongamos que la viga tiene una rigidez a 
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la flexion constante El en los dos claros y que las acciones sobre la 
viga son las siguientes: 

Pi = 2P M = PL P 2 = P P 3 = P 

Tambien, supongamos que no existen desplazamientos de los apoyos 
en ninguno de los apoyos de la estructura. 

Las matrices que deben encontrarse primero en el analisis son 
B q , B ql y F, como ya mencionamos anteriormente. Como en la viga 
original no existen desplazamientos correspondientes a Q x y Q 2 , la 
matriz D Q es una matriz nula. La matriz D QL representa los despla- 
zamientos de la estructura libre correspondientes a las redundantes 
y causados por las cargas. Estos desplazamientos se encuentran con- 
siderando la Fig. 2-2f, que muestra la estructura libre bajo la accion 
de las cargas. Los desplazamientos en la viga correspondientes a Q x 
y Q 2 pueden encontrarse por los metodos descritos en el Apendice A (eb^ 
(vease el Ej. 3, Art. A.2), y los resultados son: 




^ 13 PL 3 

DqLI — 0/1 TP T 


Doli — 


97 PL S 


Los signos positivos de estas expresiones muestran que los dos des- 
plazamientos son hacia arriba. De los resultados dados anteriormen- 
te, se puede obtener.-el vector B ql; , 


La matriz de flexibilidad F se encuentra refiriendose a las vigas 
representadas en las Figs. 2-2g y 2-2h. La viga de la Fig. 2-2g, que 
esta sujeta a una carga unitaria correspondiente a Q x , tiene despla- 
zamientos dados por las expresiones 

:!: 5 l> ■ CiH-x/i 

Fa ~m Fa "m 1 , 4ft: 

Similarmente, los desplazamientos en la , viga de la Fig. 2-2h son 

p _5 \U_ _8L 3 JijZ — ^ 'fey 

Fn ~ 6 El Fi2 " 3 El 

De los resultados obtenidos anteriormente, puede formarse la matriz 
de flexibilidad: 
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La inversa de la matriz de flexibilidad puede encontrarse por cual- 
quiera de vaxios metodos establecidos,* siendo el resultado 



Debe notarse que tanto la matriz de flexibilidad como su inversa son 
matrices simetricas. 

Como el paso final en el analisis, las Ecs. (2-10) pueden utilizar- 
se para obtener las acciones redundantes Q, de la manera siguiente: 



De esta expresion puede verse que las reacciones verticales en los 
apoyos B y C de la viga de la Fig. 2-2a son 



El signo negativo de Q 2 indica que esta reaccion es hacia abajo. 

Las acciones redundantes se han obtenido de la manera mostra- 
da en este ejemplo, las acciones restantes en la viga pueden encon- 
trarse a partir de las ecuaciones de equilibrio estatico. Tambien, los 
desplazamientos en cualquier punto de la viga pueden obtenerse aho- 
ra sin ninguna difieultad, ya que todas las acciones pueden conside- 
rate como conocidas. Por ejemplo, un metodo de encontrar desplaza- 
mientos es subdividir la viga en dos vigas simplemente apoyadas. 
Cada viga esta actuada por momentos desconocidos en los extremos 
asi como por las cargas, y se pueden calcular los desplazamientos. 

Aunque las ecuaciones matriciales del metodo de la flexibilidad 
(Ecs., 2-8, 2-9 y 2-10) fueron obtenidas de la discusion de la viga 
de dos claros de la Fig. 2-2, son en realidad completamente geriera- 
les. Pueden aplicarse a cualquier estructura reticular estaticamente 
indetenninada de cualquier grado. Por supuesto, en este caso las ma- 
trices que aparecen en las ecuaciones seran de orden diferente a las 
de la viga de dos claros. En general, si se tienen n grados de indeter- 
minacion estatica, el orden de la matriz de flexibilidad F sera n X n, 
y el orden de todas las otras matrices sera n X 1. En el siguiente 
articulo se dan varios ejemplos en que se encuentran acciones re- 
dundantes mediante el metodo de la flexibilidad. 


* V€ase, por ejemplo, J. M. Gere y W. Weaver, Jr., Matrix Algebra for Engineers, D. 
Van Nostrand Co., Inc., Princeton, N. J„ 1965. 
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2.3. Ejemplos. Para ilustrar la aplicacion del metodo de flexibili- 
dad a estructuras de diferentes tipos, se dan varios ejemplos en este 
articulo. En cada ejemplo se supone que el objeto del analisis es 
calcular los valores de ciertas redundantes que se han seleccionado; 
por lo tanto, el problema se considera resuelto cuando se ha deter- 
minado la matriz Q. Las redundantes se han seleccionado en cada 
ejemplo, principalmente con fines ilustrativos; sin embargo, son po- 
sibles muchas otras selecciones de redundantes. 

Ejemplo 1. La viga AB mostrada en la Fig. 2.3a esta empotrada en sus 
dos extremos y esta sujeta a una carga concentrada P y a un par M en el 
centro del claro. Se supone que la viga tiene una rigidez a la flexion cons- 
tante EL 

Para empezar el analisis por el metodo de la flexibilidad, deben seleccio- 
naxse dos acciones redundantes. En este ejemplo se seleccionaron la reaccion 
vertical y el momento reactivo en el extremo B de la viga, y en la Fig. 2-3a 
se denominan Q L y Q.„ respectivamente. La redundante se supone positiva 
en la direccion hacia arriba, y Q 2 se considera positiva en la direccion de las 
manecillas del reloj. Otras selecciones posibles para las redundantes incluyen 
los momentos reactivos en los dos extremos y el momento flexionante y la 
fuerza cortante en cualquier seccion de la viga. 



Fig. 2-3. Ej. 1: Viga doblemente empotrada 
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Para las redundantes mostradas en la Fig. 2-3a la estructura libre consiste 
en una viga en voladizo (vease la Fig. 2-3b). Los desplazamientos en esta viga 
correspondientes a Q x y Q 2 y causados por las cargas P y M se denominan 
y Dql 2 en fig 1112 - Las direcciones positivas para estos desplazamientos 
son las mismas que para Q n y Q r Puesto que el desplazamiento D QUl esta di- 
bujado en la direccion negativa, esta afectado con un signo menos. Sin embar- 
g°. Dq L2 esta mostrado en la direccion positiva (manecillas del reloj). Los 
desplazamientos pueden encontrarse con auxilio de la Tabla A-3 del Apendice, 
y son los siguientes- 

n _ 5PL * 3ML 2 

QL1 ~ 48 El 8 El 

n -HI 

DqU ~ 8 El + 2 El 

Por lo tanto, el vector D QIj puede escribirse como 

L R-5PL 2 - l&MLf 

aqtpt 

|_ (6 p L + 2Uf) 

Los coeficientes de influencia de la flexibilidad son los desplazamientos de 
la estructura libre causados por valores unitarios de Qj y Q OJ como se muestra 
en las Figs. 2-3c y 2-3d. Estos coeficientes son los siguientes: 


3EI Fn Fn 2 El Fn ~ El 

Puede escribirse ahora la matriz de flexibilidad F, despues de lo cual puede 
determinarse su inversa; estas matrices son: 


L-3 L 6 J ^ L3 L 2 L»J 

Los desplazamientos en la viga doblemente empotrada (Fig. 2-3a) corres- 
pondientes a Qj y Q, son ambos cero, ya que no existe traslacion vertical ni 
rotacion en el apoyo B. Por lo tanto, la matriz Dq es una matriz nula, y las 
redundantes pueden encontrarse a partir de la Ec. (2-10). Sustituyendo en 
esa ecuacion tenemos las siguientes: 


3 L 2L 2 


(-5 PL*- - 18JI/L) 


(4 PL + 12 M) 


(6 PL + 24 M) J 8L |_(PL 2 + 2 ML) 


Por lo tanto, la fuerza y el momento reactivos en el extremo B de la viga 
(vease la Fig. 2-3a) estan dados por las siguientes expresiones: 


n P , 3 M 

Ql - 2 + 2L 


8^4 


Estos resultados pueden confirmarse por comparacion con las formulas dadas 
en el Apendice B (veanse los Casos 1 y 2 de la Tabla B-l). 

Ejemplo 2. La viga continua de tres claros mostrada en la Fig. 2-4a tiene 
una rigidez a la flexion constante El y esta sujeta a una carga uniforme w 
en el claro AB y cargas concentradas P en los puntos medios de los cla- 
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B 

(d) 



(e) 


Fig. 2-4. Ej. 2: Viga. continua 

ros BC y CD. Como la estructura es estaticamente indeterminada de se- 
gundo grado, deben seleccionarse dos acciones redundantes. En este ejem- 
plo, los momentos flexionantes en los nudos jB y C son los escogidos. Cuando 
estos momentos se eliminan de la viga colocando articulaciones en B y C, 
se ve que la estructura libre consiste de tres vigas simplemente apoyadas 
(Fig. 2-4b). Los momentos redundantes y CL se muestran actuando en sus 
direcciones positivas en la Fig. 2-4b. Cada redundante consiste de dos paxes, 
uno actuando en cada claro adyacente de la estructura. Por ejemplo, el par 
izquierdo en Q x actua en la viga AB en la direccion opuesta a las manecillas 
del reloj, en tanto que el par de la derecha en Q x actua en el claro BC en el 
sentido de las manecillas del reloj. La direccion positiva de cada Q corresponde 
a la de un momento flexionante que produce compresion en la parte superior 
de la viga. Por lo tanto, un signo positivo en la solucion final para Q, o para 
(L/significa que el momento redundante produce compresion en la parte su- 
perior de la viga; si es negativo, el momento redundante produce tension en 
la parte superior de la viga. 

El desplazamiento correspondiente a uno de los momentos redundantes 
consiste de la suma de dos rotaciones, una en cada claro adyacente. Por ejem- 
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plo, el desplazamiento correspondiente a Q a esta formado por la rotation en 
contra de las manecillas del reloj en el nudo B del extiemo derecho del miem- 
bro AB mas la rotacion en sentido de las manecillas en el nudo B del extremo 
izquierdo del miembro BC. De modo similar, el desplazamiento correspondiente 
a Q 2 es la suma de las dos rotaciones en el nudo C. 

Los desplazamientos D g L1 y Dg hn correspondientes a Q, y Q 2 , respectiva- 
mente, y causados por las cargas que actuan en la estructura libre, se mues- 
tran en la Fig. 2-4c. Como la rotacion en sentido opuesto a las manecillas del 
reloj en el extremo B del miembro AB debido a la carga uniforme w es 

wL 3 

2AEI 

y puesto que la rotacion en el sentido de las manecillas del extremo B del miem- 
bro BC debida a la carga P es 

Ptf 

16 El 

se sigue que el desplazamiento Dq L1 es 


n _ uV , PV 

QLl 24 El + 16 El 

De modo similar, el desplazamiento D QL2 es 

= , PL 2 = PJl 

Qi2 “ 16 El + 16F/ ~ 8EI 

Por lo tanto, el vector D QL puede escribirse 

u R2 wL + 3P)1 


A continuacion debemos encontrar la matriz de flexibilidad. Para este pro- 
posito, se muestran valores unitarios de Q x y Q ? actuando sobre las vigas en las 
Figs. 2-4d y 2-4e. El coeficiente de flexibilidad F n (vease la Fig. 2-4d) es la 
suma de las dos rotaciones en el nudo B; una rotacion es en el claro AB y 
la otra es en el claro BC. De modo similar, el coeficiente F 21 es la suma de la 
rotacion en el nudo C. En la Fig. 2-4 d, .sin embargo, la rotacion en el claro 
CD es igual a cero. Por lo tanto, F. jr es igual a la rotacion en el claro BC solo. 
Comentarios similares se pueden aplicar a los coeficientes de flexibilidad mos- 
trados en la Fig. 2-4e. Las rotaciones producidas en los extremos de una viga 
simplemente apoyada por un par de valor unitario aplicado en un extremo 
de la viga son 


en el extremo proximo y en el extremo lejano del claro, respectivamente, co- 
mo se da en el Caso 5, Tabla A-3. De estas formulas los coeficientes de flexi- 
bilidad mostrados en las Figs. 2-4d y 2-4e pueden obtenerse de la manera 
siguiente: 
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Fn - ^ F u = — 

11 3 El 6 El 

7 21 6 El 22 ZEI 

Por lo tanto, la matriz de flexibilidad es 



y su inversa es 



Los desplazamientos D yi y Dg„ en la viga original (Fig. 2-4a) correspon- 
dientes a Q, y Q„, respectivamente, son ambos cero debido a que la viga es 
continua en'los apoyos B y C. Por lo tanto, la matriz D Q es nula y la Ec. (2-10) 
puede utilizarse para determinar las redundantes, como se muestra: 


Q 


2 gjV 4 -1” ^2 ~{2wL + 3P) L ~ (8wL -f- 6P) 

5 L 4_ i8EI _ 6 P _ 120 J-2wL + 21P) 


Por lo tanto, los momentos flexionantes redundantes Q, y Q., estan dados por 
las formulas siguientes: 


wIF PL wL* _ 7 PL 

Ql ~ 15 20 ^ 2 60 40 

Habiendo obtenido estos momentos en los apoyos, los momentos flexionantes 
restantes en la viga, asi como las fuerzas cortantes y las reacciones, pueden 
encontrarse por estatica. 

Ejemplo 3. La armadura plana mostrada en la Fig. 2-5a es estaticamente 
indeterminada de segundo grado. La reaccion horizontal en el apoyo B (posi- 
tiva hacia la derecha) y la fuerza axial en la barra AD (positiva en tension) 
se seleccionaron como las redundantes, dando como resultado la estructura 
libre mostrada en la Fig. 2-5b. En la estructura libre el apoyo B ba sido elim'i- 
nado, soltando, por lo tanto, la fuerza reactiva Q,, y la barra AD se corto en algun 
lugar intermedio para soltar la fuerza axial Q„ en la barra. Se pueden tomar 
muchas otras combinaciones de fuerzas de barra y reacciones como redundan- 
tes en este ejemplo, y cada una daria una estructura libre diferente. En todos 
los casos en que la fuerza de una barra se seleccione como una redundantc, 
la barra debe cortarse para obtener la estructura libre. La barra cortada forma 
entonces parte de la estructura libre, ya que sus deformaciones deben incluir- 
se en el calculo de los desplazamientos en la estructura libre. Debe ob- 
servarse que Q„ esta formada por un par de fuerzas que actuan sobre la 
estructura libre.’ Este tipo de redundante es analoga a las descritas en el Ej. 2, 
donde un momento flexionante redundante se considero como un par de pares 
actuando en la estructura libre (vease la Fig. 2-4b). De esta discusion se sigue 
que un desplazamiento correspondiente a Q 2 esta formado de una translacion 
relativa de los extremos cortados de la barra AD. Cuando los extremos corta- 
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Fig. 2-5. Ej. 3: Armadura plana 


dos se desplazan uno hacia el otro, el desplazamiento tiene la misma direccion 
que Q 2 , y por lo tanto es positivo. Cuando los extremos cortados se separan 
el desplazamiento es negativo. 

La primera etapa en el analisis consiste en determinar los desplazamientos 
en la. estructura libre correspondiente a Q x y CL y debidos a las cargas P y 2f 
que actiian en el nudo A. Estos desplazamientos se denominan D QL y D „ y 
estan representados por vectores en la Fig. 2-5c. Este modo de representar los 
desplazamientos es utilizado en vez de dibujar la elastica de la estructura, lo 
que puede ser muy dificil para estructuras complicadas. La determinacion de 
estos desplazamientos puede llevarse a cabo por el metodo de la carga unitaria 
como se ilustro en el Ej. 1 del Ar. A.2 del Apendice. Suponiendo que todos 
los miembros de la armadura tengan la misma rigidez axial EA, se encuentra 
que los desplazamientos debidos a las cargas P y 2P son 

Dql i = (1 + 2V2) = -3.828 ~ 


EqL2 ~ 



Por lo tanto, el vector D QL es 



El signo menos para D (jI Fl significa que es un desplazamiento hacia la izquier- 
da, y el signo menos para significa que los extremos cortados de las 

barras se separan entre si. 
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El siguiente paso en el analisis involucra. la determinacion de los despla- 
zamientos en la estructura libre correspondiente a Q x y Q„ y causados por va- 
lores unitarios de Q x y Q 2 . Tales desplazamientos constituyen la matriz de 
flexibilidad F y pueden encontrarse por el metodo de la carga unitaria. Cuan- 
do se utiliza este metodo para la estructura libre mostrada en la Fig. 2-5, 
es esencial que todos los miembros de la estructura libre, incluyendo AD, se 
incluyan en los calculos. El coeficiente de flexibilidad F u es el desplazamiento 
correspondiente a Q x y causado por un valor unitario de Q v y se muestra co- 
mo un vector desplazamiento en la Fig. 2-5d. Este desplazamiento es 

F„-|j(1+ 2 V2)=, 3.828^ 

El coeficiente de flexibilidad F 21 es el desplazamiento correspondiente a Q„ 
y debido a un valor unitario de Q, (vease la Fig. 2-5d). Similarmente, los 
coeficientes F 12 y F 22 representan desplazamientos en la estructura libre de 
la Fig. 2-5e. Cuando se han obtenido todos estos desplazamientos, los resulta- 
dos son como siguen: 

F “ 2BA (4 + ^ “ 2 ' 70? EA 
f H (l+v^). 4.828 i 

Finalmente, la matriz flexibilidad puede form arse y su inversa puede ser 
determinada: 


_ _L_ T 3.828 2.7071 
EA 1_2.707 4.328 J 

^4 T 0.4328 -0.24261 
L L- 0.2426 0.3431 J 


Suponiendo que no existen desplazamientos de los apoyos en la armadura, 
las redundantes Q pueden encontrarse por medio de la Ec. (2-10): 


EA 

" 0.4328 

-0.2426" 

PL \ 

3.8281 _ 

' 1.172“ 

L 

1-0.2426 

0.3431_ 

EA _ 

2 J“ P [ 

_ — 0.243_ 


Por lo tanto, la fuerza reactiva horizontal en B (Fig. 2-5a) es 

Qj = 1.172 P 

y la fuerza axial en la barra AD es 

Q 2 = -0.243P 


El signo menos de Q 2 significa que el miembro esta en compresion. De los 
anteriores resultados, podemos calcular las reacciones restantes y las fuerzas 
de barra por estatica. 

Supongamos ahora que cuando las cargas P y 2P actuan sobre la armadu- 
1 ra, el apoyo B se mueve una pequena distancia s horizontalmente hacia la 
izquierda. Por lo tanto, el desplazamiento D Q , (vease la Ec. 2-7) es igual a 
menos s. El desplazamiento Dq 2 es cero, ya que representa el desplazamiento 
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relativo de los extremos cortados de la barra AD en la armadura original. Po- 
demos encontrar ahora a las redundantes Q a partir de la Ec. (2-9), de la ma- 
nera siguiente : 


EA r 0.4328 -0.24261 JT - si PL 
L -0.2426 0.3431 1 0 + EA 


-0.433^—+ 1.172P 

Li 


"3.8281 1 

_ 2 J / 


nnAn sEA nnjnn 
0.243 — - - 0.243P 

£j _ 

Por lo tanto, la reaccidn horizontal en B es 

Qi = -0.433 ~ + 1.172P 

L I 


y la fuerza en la barra AD es 


Q, = 0.243 ~ 1 - 0.243P 

Ju 

En este ejemplo se tiene una accion redundante (Qj) correspondiente al des- 
plazamiento del apoyo en el nudo B. Por supuesto, si se hubieran seleccionado 
otras redundantes, tales como las fuerzas en las dos barras diagonales, el 
desplazamiento en el apoyo B podrfa no haberse incluido en el vector D Q . Lue- 
go hubiera sido necesario tomar en consideracion el desplazamiento del apoyo 
mediante otros medios, tales como el descrito en el Art. 2.4. 

Ejemplo 4. El marco piano mostrado en la Fig. 2-61 tiene apoyos empo- 
trados en A y C y esta sujeto a la accion de una carga vertical P en el punto 

medio del miembro AB. Se desea analizar dmarco . tomando-en consid eracion ^ 

los efectos de las deformaciones debidas (aTl a fle xion , y a las ^ fuerzas axialesTI? 
La inclusion de los efectos axiales es para fines ilustrativos umcaimeTTteT~nor- 
malmente, en un marco de este tipo, solo se consideran los efectos por flexion, 
y el analisis se simplificaria ligeramente. Los miembros del marco tienen una 
rigidez a la flexion constante El y una rigidez axial constante AE. La estruc- 
tura es estaticamente determinada de tercer grado, y una estructura libre apro- 
piada (vease la Fig. 2-6b) se obtiene cortando el marco en el nudo B, soltando, 
por lo tanto, dos fuerzas y un momento flexionante. Estas acciones eliminadas 
son las redundantes Q,, Q„ y Q ;i , como se muestra en la Fig. 2-6b. Un despla- 
zamiento en la estructura libre correspondiente a Q, esta formado por la tras- 
lacion horizontal del extremo B del miembro AB (tomando positivo hacia la 
derecha) mas la traslacion horizontal del extremo B del miembro BC (toman- 
do positivo hacia la izquierda). En otras palabras, un desplazamiento corres- 
pondiente a Q t esta formado por la suma de dos traslaciones y representa un 
desplazamiento relativo entre los dos puntos marcados con B en la Fig. 2-6b. 
En una manera similar los desplazamientos correspondientes a CL y Q ; , pueden 
definirse como la suma de dos traslaciones verticales y dos rotaciones, res- 
pectivamente, en el nudo B. 

Los desplazamientos en la estructura libre causados por la carga P y co- 
rrespondientes a Q lf Q„ y Q n se muestran en la Fig. 2~6c. Por ejemplo, el des- 
plazamiento de acuerdo con la figura esta formado por dos traslaciones 

horizontales, como se describe en el parrafo anterior. Similarmente, los dos 
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lanzamientos D QL „ y D QI/A se muestran como dos traslaciones verticales y dos ro- 
taciones, respectivamente. No es dificil calcular estos desplazamientos debidos 
a la fuerza P, ya que la estructura libre esta formada por dos vigas en voladi- 
zo. Primero, tomando la viga AB de la Fig. 2-6c, se ve que los desplazamientos 
en el extremo B son como siguen: 


( Dql\)aB — 0 


(Dqlz)aB = — ; 


Estas expresiones estan basadas unicamente sobre las deformaciones por flexion 
de la viga AB debido a que no existen deformaciones axiales. En segundo 
lugar, debe considerarse la viga BC de la Fig. 2-6c. En este ejemplo no existe 
carga sobre el miembro BC y, por lo tanto, no hay desplazamientos en el ex- 
tremo B; por lo tanto 

( Dqli)bc — {Dql-Abc = (Dqu)bc — 0 

Los desplazamientos finales causados por la carga P pueden obtenerse combi- 
nando los anteriores resultados: r 


DqL2 = 


DqL3 = 


Por lo tanto, la matriz D QL es 


Dql = 


A continuacion debe determinarse la matriz de flexibilidad. Consideremos 
primero la estructura libre con la accion Q, = 1 aplicada sobre ella, como se 
muestra en la Fig. 2-6d. Los desplazamientos correspondientes a Q,, Q„ y Q :t 
se muestran en la figura como los coeficientes de flexibilidad F, 1 , F. J1 y F. n . 
Si se consideran las deformaciones axiales y las de flexion, los desplazamien- 
tos en el extremo B del miembro AB son 


(Fu)ab = 0 (F„)ab = 0 


Tambien, los desplazamientos en el extremo B del miembro BC son 


(Fn)Bc — 0 (F 31 )sc 


Por lo tanto, los valores finales de los tres coeficientes de flexibilidad mostra- 
dos en la Fig. 2-6d son 


L H* 
EA + 3 El 


0 Eai = 


A continuacion, debemos hacer el mismo tipo de analisis para las acciones 
q _ i y Q n = i actuando sobre la estructura libre. Estas condiciones se mues- 
tran en las Figs. 2-6e y 2-6f, y se encuentra que los diferentes coeficientes de 
flexibilidad son como siguen: 
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Finalmente, podemos arreglar la matriz de flexibilidad: 



Si omitieramos los efectos axiales en el analisis, las dos fracciones en F que 
contienen la rigidez axial EA en los denominadores se omitirian. 

La siguiente etapa en la solucion es obtener la inversa de la matxiz de flexi- 
bilidad y luego sustituixla, asi como la matriz D QIj , en la Ec. (2rl0). Es 
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posible utilizar la Ec. (2-10) en este ejemplo debido a que los desplazamien- 
tos Dq son todos iguales a cero, ya que el nudo B en el marco original (Fig 2-6a) 
es una conexion rlgida. Sin embargo, la inversa de la matriz de flexibilidad |F 
dada. anteriormente no puede obtenerse convenientemente en forma literal, 
como se hizo en los ejemplos anteriores, donde F era una matriz 2 X 2. Por 
lo tanto, esta solucion se continuara sustituyendo en datos numericos. 

Supongamos ahora que se dan los siguientes valores para el marco mostra- 
do en la Fig. 2-6a: 

P = 10k L = H = 12 pies E = 30 000 ksi I = 200 pig 4 A = 10 pig 2 
Cuando se sustituyen estos valores numericos en las matrices B QL y F, queda: 

" 0 ~ 

Dql = —0.5184 

-0.00432 


0.1664 0 

0 0.1664 

-0.001728 0.001728 


-0.001728' 

0.001728 

0.000048 


Los valores numericos que aparecen en B QL y F estan en kips, pulgadas y ra- 
dianes; asi pues, D QL2 es -0.5184 pig, D qu es 0.00432 radianes, F„ es 
0.1664 pig por kip, F„ es —0.001728 pig por plg-kip, F 32 es 0.001728 radianes 
P° r P» Y asi sucesivamente. La inversa de F puede obtenerse por metodos 
establecidos, y es igual a 

~ 14.92 -8.913 858.1 “ 

F- 1 = -8.913 14.92 -858.1 

_858.1 -858.1 82 620 

Finalmente, las matrices F~ J y B QL pueden sustituirse en la Ec. (2-10) para 
obtener el vector de redundantes: 


P 14.92 -8.913 858.1 ' 

Q = -8.913 14.92 -858.1 

_858.1 -858.1 82,620 

Asi, las redundantes son 

Qi = -0.913 k Q 2 = 4.03 k 


0.5184 = 

0.00432 


—0.913 

4.03 

-87.9 


-87.9 pig -k 


El sispio menos para y Q., muestran que estas acciones son opuestas en di- 
reccion a las direcciones positivas supuestas en la Fig. 2-6b. 

Si se omiten en el analisis los efectos de. las deformaciones axiales, lg 
matriz de flexibilidad queda 

0.1659 0 -0.001728“ 

F = 0 0.1659 0.001728 

- 0.001728 0.001728 0.000048 


y se obtienen los siguientes valores para las redundantes: 

Qi — 0.938 k Q2 = 4.06 k Q 3 = — 90.0 pig -k 
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Estos resultados difieren por menos del 3% de los primeros, que es una situa- 
cion frecuente cuando se analizan marcos pianos. En tales casos solo se nece- 
sitan considerar las deformaciones por flexion en el analisis. 

Ejemplo 5. La estructura en parrilla mostrada en la Fig. 2-7a esta en un 
piano horizontal (jc-z) y soporta una carga P que actua en una direccion 
vertical. Los apoyos de la parrilla en A y C son empotramientos, y los miem- 
bros AB y BC tienen una longitud L, rigidez a la flexion El y rigidez a la 
torsion GJ (vease el Apendice A para la definicion de rigidez a la torsion). 
Las redundantes que se han escogido para este ejemplo se sueltan cortando la 
parrilla en el nudo B (Fig. 2-7b), dando, por lo tanto, una estructura libre en 
forma de dos vigas en voladizo. Cada redundante esta formada de un par de 
acciones, y estas acciones se muestran en sus direcciones positivas supuestas en 
la Fig. 2-7b. No existen otras acciones internas en el nudo B, debido a que 
en una parrilla con solamente cargas verticales no existen fuerzas horizonta- 
les entre los miembros ni momentos respecto a un eje vertical. 

Cuando se aplica la carga P a la estructura libre (Fig. 2-7c), se producen 
los desplazamientos D QL . Estos desplazamientos se muestran en sus direcciones 
positivas en la figura. Notese que un desplazamiento translacional esta indi- 
cada por una flecha con una sola cabeza, en tanto que una rotacion tiene una 
flecha con dos cabezas. Esta representacion es analoga a la convencion que 
se utiliza al representar fuerzas y pares. Los desplazamientos mostrados en la 
Fig. 2-7c pueden obtenerse sin dificultad, y luego puede formarse la ma- 
triz D ql : 



Los coeficientes de flexibilidad son los desplazamientos mostrados en las 
Figs. 2-7d, 2-7e y 2~7f. Para estas figuras, se supone que valores unitarios de 
las redundantes Q 15 Q„ y Q. actuan sobre la estructura libre. Refiriendonos 
a las figuras, pueden obtenerse los diferentes coeficientes, y puede formarse la 
matriz de flexibilidad 



Esta matriz puede escribirse en una forma mas simple introduciendo un para- 
metro adimensional p definido como la relacidn entre las rigideces a la flexion 
y a la torsion, por lo tanto 


El 
p = GJ 
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Fig. 2-7. Ej. 5: Parrilla 
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Con esta notacion la matriz de flexibilidad puede ponerse de la forma siguiente : 

r 4L 2 3 L -3 L ■ 

F=— 3 L 6 ( 1 +p) 0 

— 3 L 0 6(1 + p) 


La inversa de F es 


2 L%bn 


126? -6 Lb, QLbi 

■ QLb , L% -3 L- 

6Lb x — 3L 2 L 2 6 3 


en donde se utilizan los siguientes parametros adimensionales adicionales: 

= 1 -|- p 62 = 1 + 4p 63 = 5 + 8p 

Finalmente, al sustituir en la Ec. (2-10) se obtiene el vector de redundantes: 

„ f— 2(1 +p)(2 + 5p)"l 


16(1 -f- p)(l + 4 p) 


L( 2 + 5p) 
3 Lp 


Por lo tanto, las redundantes son las siguientes: 

q = 2_+6p 

8 1 + 4p 

q _ PL 2 + 5 p 

16 (l+p)(l+4p) 


16 (l+p)(l+4p) 

Si los miembros AB y BC son muy debiles a la torsion, p puede considerarse 
infinitamente grande. Las formulas anteriores dan los siguientes valores para 
las redundantes (despues de dividir los numeradores y denominadores entre p): 


Q 1 — — 30 Q2 — Qa — 0 

“Este resultado tambien se puede obtener suponiendo que en B existe una ar- 
ticulacion esferica que transmite la fuerza vertical pero no el momento. Una 
parrilla como la mencionada seria estaticamente indeterminada de primer grado. 

/ , ^ / 

2.4.Efectos de temperatura, deformacion previa y desplazarfliento 

de los apoyos. Frecuentemente es necesario incluir en el analisis de 
una estructura no solamente los efectos de las cargas, sino tambien 
los efectos de los cambios de temperatura, deformacion previa de los 
miembros y los desplazamientos de uno o mas apoyos. En la mayoria 
de los casos estos efectos pueden fncorporarse jp+j el analisis inc lu- 
yendolos en -el-calculo de d e s pi az am i ent os de la estructura libre. 
Gorno un ejemplo, consideremo+Tos efectos deToFTamBios^de tem- 
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peratura. Si suponem os que Jos^ ca^ios^urm^ 

^ s 1 os^ en laces tr u cturaUbre lcorre spon di en - 

tes^a^^ccipnes .. redund^pes lQ. , Esfos desplazamientos pueden 
^faSHtificarse por el slmbolo^ D Qr , que es analogo al simbolo D qb usado 
anteriormente para representar los desplazamientos en la estructu- 
ra libre correspondientes a las redundantes y causados por las car- 
jas- Los desplazamientos de temperatura D QT en la estructura libre 
"pueden deberse a cambios uniformes en la temperatura o a cambios 
diferenciales en la temperatura. Un cambio uniforme se refiere a un 
cambio de temperatura que es constante en todo el miembro, y causa 
que el miembro aumente o disminuya su longitud. Un cambio dife- 
rencial significa que la parte superior y la inferior del miembfo estan 
sujetas a temperaturas diferentes, en tanto que la temperatura pro- 
medio permanece invariable; asi, el miembro no cambia de longi- 
■ tud pero sufre una curvatura de su eje longitudinal. El calculo de 
desplazamientos debido a cambios de temperatura se discute en el 
Apendice A. 

Cuando se ha obtenido la matriz D QT de los desplazamientos debi- 
do a los cambios de temperatura, puede sumarse a la matriz B QL de 
los desplazamientos debidos a las cargas para dar la suma de todos los 
desplazamientos en la estructura libre. Luego estos desplazamientos 
totales pueden utilizarse en la ecuacion de superposicion (vease la 
Ec. 2-8) en lugar de. solo Dq L . Por lo tanto, la ecuacion de superpo- 
sicion queda 

Bq = Bql + Dq T + FQ 

que puede resolverse para el vector Q de redundantes como se ve an- 
teriormente. Una ilustracion del calculo del vector B QT que se utiliza 
en esta ecuacion, se da en un ejemplo posterior. 

Los efectos de la deformacion previa en cualquier miembro de 
la = estructura pueden manejarse de modo analogo al de los cambios 
de temperatura,, Por deformacion previa de un miembro se entiende 
una deformacion inicial del miembro debido a una de diferentes cau- 
sas. Por ejemplo, un miembro de una axmadura puede estar fabri- 
cado con una longitud mayor o menor que la longitud teorica o una 
viga puede estar fabricada con una curvatura inicial. Puede verse in- 
tuitivamente que una barra de armadura que tenga una deformacion 
previa consistente en una elongacion inicial, producira los mismos 
efectos en la armadura como si la barra se hubiese calentado unifor- 
memente a una temperatura que produjese el mismo incremento en 
longitud. Por lo tanto, el metodo de anaJisis para efectos de defor- 
macion previa es similar al de los cambios de temperatura. El primer 
paso es suponer que la deformacion previa ocurre en la estructura 
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libre. Luego deben hallaxse los desplazamientos en la. estructura libre 
"correspondientes a las redundantes. Estos desplazamientos se deno- 
minan D QF , que quiere decir que corresponden a las redundantes y 
que son debldos a efectos de deformacion previa. La matriz D QP para 
los desplazamientos debidos a deformaciones previas puede sumarse 
a las matrices D QL y D QT para dar la suma de todos los desplaza- 
mientos en la estructura libre. Finalmente, la suma de todos los des- 
plazamientos se incluye en la ecuacion de superposicion de la mane- 

ra siguiente: _ _ 

Dq = Dql + Dqt + Dqp + FQ . 

Como antes, la ecuacion de superposicion puede resolverse para la 
matriz de las redundantes Q. Despues se dara un ejemplo en que se 
considere el calculo de los desplazamientos debidos a la deforma- 
cion previa. 


Finalmente, consideremos la posibilidad de desplazamientqs.jeo- 
nocidos que toman lu gar en los apoyos de una estructura. Exist en 



zamientos de los apoyos o restricciones corresponden a una_ d^_]as 
' acclones redundante^ Q. S,i el desplazamiento de la restriction corres- 
ponde, a... .una redundante, sus efectos pueden tomarse en cuenta in- 
cluyendo, el desplazamiento en el vector D Q de los desplazamientos 
reales en la estructura. Este procedimiento se discutio antes en el 
Art. 2.2 y se ilustro en el Art. 2.3 en un ejemplo de una armadura 
estaticamente indeterminada (vease el Ej. 3). En una situation mas ■ 
generalizada, sin embargo, existen desplazamientos de los apoyos que 
no corresponden a ninguna de las redundantes seleccionadas. En tal 
evento, los..efectos de . tales desplazamientos deben incorporarse en 
el. analisis de la estructura libre, de igual manera.que en el caso de 
los efectos de temperatura y deformacion previa. Cuando los despla- 
zamientos de los apoyos se supone que ocurren en la estructura libre, 
existen desplazamientos D qR correspondientes a las redundantes Q. 
Cuando se han encontrado estos desplazamientos, puede obtenerse 
la matriz B Qn . Despues esta matriz puede sumarse a las otras matri- 
ces que representan los desplazamientos en la estructura libre. . 

La suma de todas las matrices que representan desplazamientos 
en la estructura libre se denominara D QS en futuras discusiones, y 
puede expresarse de la manera siguiente: 

Dqs = Dql + Dqt + J3qp ~f~ Dqr . (2-11) 

Por lo tanto, la matriz D QS representa la suma de los desplazamientos 
debidos a todas las causas, incluyendo cargas, cambios de tempera- 
tura, efectos de deformaciones previas y desplazamientos de los apo- 
yos. Utilizando la notation de la Ec. (2-11), podemos escribir una 
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forma generalizada de la ecuacion de superposicion para el metodo - 

de la flexibilidad .. .. 

Dq = Dqs + FQ | (2-12) 

La ecuacion de superposicion utilizada previamente (Ec. 2-8) puede 
considerarse como un caso especial de la Ec. (2-12). Cuando la ul- 
tima ecuacion se resuelve para Q, el resultado es 

Q = F _1 (Dq — Dqs) (2-13) 

y esta ecuacion puede utilizaxse en lugar de la Ec. (2-9) cuando se 
deban considerar otras causas fuera de cargas. Por supuesto, en cual- 
quier analisis en particular no es probable que todas las matrices 
dadas en la Ec. (2-11) sean de interes. Daremos a continuation al- 
gunos casos del uso de las ecuaciones anteriores. 

Ejemplo 1. Para ilustxar el analisis de una estructura cuando existen 
presentes cambios de temperatura, consideremos la viga de dos claros ABC de 
la Fig. 2-8 a. Suponemos que la viga esta.sujeta a una difexencia de tempera- 
tura tal que la superficie superior de la viga esta a una temperatura T., en 
tanto .que la inferior esta a una temperatura T v Previamente, analizamos la 
misma ruga para el efecto de cargas (vease la Fig. 2-2), y en esa solution 
las reacciones en los apoyos B y C se tomaron como las redundantes Q, y Q,. 
Utilizaxemos esas mismas redundantes para resolver el problema de los efectos 
termicos; por lo tanto, la inversa de la flexibilidad puede tomarse de la otra 
solucion (vease el Art. 2.2): 



Fig. 2-8. Ej. 1: Viga continua de la Fig. 2-2 



Tambienrel vector D Q (vease la Ec. 2-13) que da los desplazamientos reales 

en la viga es un vector nulo (D Q = O). 

La estructura libre para la viga ABC, es la viga en voladizo mostrada en la 
Fig. 2-8b. Si la temperatura T, es mayor que T„, la viga libre se flexionara 
hacia arriba tal como se indica en la figura. Los desplazamientos correspon- 
dientes a las redundantes, se denominan D QTl y D qr .,. Estos desplazamientos pue- 
den calculate mediante el metodo de la carga unitaria descnto en el Apendi- 
ce A (vease el Ej. 4 del Art. A.2). Por lo tanto, los desplazamientos D QTl y 
D QT2 son 
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a(T x - T 2 )L l 2 ajTi - T 2 )L 2 

2d 7 d 

respectivamente. En estas expresiones a es el coeficiente de expansion termica 
para el material de la viga, y d es el peralte de la viga. El vector D QT es 

^ aor, - t «) l * rn 

Uqt — ' — — 

2d L^J 

Si solo se consideran los efectos de temperatura en el analisis de la viga, el 

vector D qt es el vector D QS en la Ec. (2-13). Luego las redundantes segun esa 
ecuacion son: 

= 3 El a(Ti - T 2 ) I" 4] 

V ILd — 3 J 

Los signos de los elementos de Q muestran que la reaccion redundante Q es 
hacia arriba cuando T 1 es mayor que T 2 , en tanto que la redundante Q„ es'ha- 
cia abajo. Si T 1 es menor que T.,, las dlrecciones de las redundantes se“ invier- 
ten. Por supuesto, si T x es igual a T„, las redundantes son cero. 

Si los efectos combinados de las cargas y temperaturas son deseados la 
matnz D qs de la Ec. (2-13) se toma como la suma de D QT (obtenida arriba) y 
JV (obtemda en el Art. 2.2). Los resultados obtenidos para las redundantes 
ajo las condiciones combinadas seran la suma de los resultados obtenidos para 
cambios de temperatura y cargas tornados separadamente. 

Ejemplo 2. Como segundo ejemplo para ilustrax los efectos de un cambio 
de temperatura, consideremos la armadura plana mostrada previamente en la 
Fig. 2-5a y supongamos que la barra BD tiene un incremento uniforme de tem- 
peratura T. La elongacion resultante producira desplazamientos D or en la es- 
tructura libre correspondiente a las redundantes. 



Fig. 2-9. Ej. 2: Armadura plana de la Fig. 2-5 

Estos desplazamientos, denominados D QTl y D QT .„ se muestran en la Fig. 2-9 
con sus dlrecciones positivas (comparese con la Fig. 2-5c que muestra los des- 
plazamientos en la estructura libre debidos a las cargas). Los desplazamientos 
D qt pueden encontrarse rapidamente por el metodo de la carga unitaria, como se 
ilustra en el Ej. 2 del Art. A. 2. Por este medio se encuentra que el vector D QT es: 
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Los efectos de temperatura pueden incorporarse ahora al analisis de la arma- 
dura incluyendo la matriz D QT en el calculo de D QS (vease la Ec. 2-11). 

Si el miembro BD de la armadura de la Fig. 2-5a estuviera fabricado con 
una longitud L + e, en vez de L, el analisis podria manejarse de la misma 
manera mostrada anteriormente para un cambio de temperatura en la barra. 
La unica diferencia es que la elongacion previa e reemplazaria la elongacion 
por temperatura <*LT para la barra BD. Por lo tanto, el vector de desplaza- 
mientos previos en la estructura libre seria (vease el Ej. 2, Art. A.2): 



Una deformacion previa de cualquier otra barra puede manejarse de modo 
similar.. 

Ejemplo 3. Este ejemplo ilustra como tomar en consideracion los des- 
plazamientos de los apoyos. Refiramonos de nuevo a la viga de dos claros 
mostrada en la Fig. 2~2a y supongamos que ocurren los dos siguientes despla- 
zamientos. El nudo A sufre una rotacion conocida en el sentido de las mane- 
cillas del reloj de fi radianes, y el nudo B se diesplaza hacia abajo una longitud 
s. El desplazamiento en B corresponde a una de las redundantes y, por lo tanto, 
se considera en el vector Dq, que ahora queda 



El signo menos se requiere en el primer elemento ya que es positivo hacia 
arriba. El desplazamiento del apoyo A esta ineluido en el analisis mediante la 
matriz D QR (vease la Ec. 2^11). Esta matriz esta formada por los desplaza- 
mientos en la estructura libre (vease la Fig. 2-10) cuando el nudo A gira el 
dngulo p en la direccion de las manecillas del reloj. Por lo tanto, los despla- 
zamientos D QRl y D QR2 correspondientes a Qj y Q„ son 

-I3L y -2 p L 



Fig. 2-10. Ej. 3: Rotacion del apoyp en la estructura libre 

respectivamente. Estos terminos son negativos debido a que los desplazamien- 
tos reales son hacia abajo. Por lo tanto, la matriz D QR es 

Dqr = /3 L ~*j 

Finalmente, esta matriz puede incluirse en el calculo de D QS , despues de lo cual 
se puede resolver la Ec. (2-13) para las redundantes. Como en los otros ejem- 
plos, los valores de las redundantes debidos a los efectos combinados es igual 
a la suma de los valores obtenidos separadamente. 
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2.5. Besplazamiento de nudos, acciones en los extremos de los miem- 
bros y reacciones. En los articulos anteriores se enfatizo en encon- 
trar las acciones redundantes mediante el metodo de la flexibilidad. 
Las acciones redundantes pueden ser resultantes de esfuerzos inter- 
nos (como fuerzas axiales y momentos flexionantes) o reacciones 
externas en los puntos de apoyo. En todos los casos es posible encon- 
trar otras acciones en la estructura utilizando principios de equilibrio 
estatico despues de calcular las redundantes. Tales calculos normal- 
mente incluyen las reacciones de la estructura y las acciones en los 
extremos de cada miembro. Aun mas, cuand o se cuenta con.. todas 
las.,K a ^P^. e ^- fin -^ a - estmctura -- es - posible.jcalc.ularAodos.los desplaza- 
jnien^tps^ Esto puede hacerse, por ejemplo, aislando miembros de la 
estructura y encontrando los desplazamientos en el miembro median- 
te relaciones desplazamiento-accion. Usualmente los desplazamien- 
tos de interes primario son las translaciones y las rotaciones de los 
nudos. 

En lugax del procedimiento descrito axriba, es^_4 s„^ i§lgm..atico 
incorporar todos los calculos para los desplazamientos de nudos, ac- 
ciones en los extremos de los miembros y reacciones directamente en 
los calculos basicos para el metodo de la flexibilidad. Esto es, la 
tarea de encontrar las diferentes acciones y desplazamientos que son 
de interes, puede hacerse en paralelo con los calculos para encontrar 
las redundantes en lugar de posponerlo en calculos separados que se 
efectuaran al final del analisis. 

Para demostrar el procedimiento para hacer un analisis completo 
de una estructura, consideramos la viga de dos claros dada previa- 
mente en la Fig. 2-2. La viga que se va a analizar se muestra nue- 
vamente en la Fig. 2-1 la. Supongamos ahora que se desea calcular no 
solo las redundantes Q a y Q 2 para la viga, sino tambien los desplaza- 
mientos de nudo, acciones en los extremos de los miembros y las 
reacciones . L os despla zamientos de. nu do en un a estr uctura s e deno- 
minaran con el slmbolo ge neral D J} y se utilizaran subindices nume- 
ricos para identificar los desplazamientos de nudo en particular: Por 
ejemplo, en la viga de la Fig. 2-1 la los dos desplazamientos de nudo 
que deben encontrarse son las rotaciones en los puntos By C. Estos 
desplazamientos se denominaran D J1 y Dj respectivamente, y se su- 
ponen positivo cuando son en contra de las manecillas del reloj, segun 
se muestra en la figura. 

Las acciones en los extremos de los miembros son los pares y las 
fuerzas que actuan en los extremos de un miembro cuando se con- 
sidera aislado del resto de la estructura. Para la viga en considera- 
cion, las acciones de extremo son los momentos flexionantes y fuer- 
zas cortantes en los extremos, segun se muestra en la Fig. 2-1 lb. Estas 
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acciones de extremo deben evaluarse de acuerdo con una convencion 
de signos especifica, que puede ser una convencion de signos por 
deformacion (de acuerdo al modo con que se deforma el miembro) o 
una convencion de signos estatica (de acuerdo con la direccion de 
la accion en el espacio). Las direcciones positivas mostradas en la 
Fig. 2-1 lb estan basadas en una convencion de signos estatica que 
las fuerzas hacia arriba y los momentos en sentido contrario a las 
manecillas del reloj son positivos. En general, las acciones de extremo 
.se . denominampor el slmbol o A M V se distinguen una de otra por sub- 
indices numericos. En el ejemplo de la Fig. 2-11 existe un total de 
ocho acciones de extremo. Sin embargo, se supone arbitrariamente 
que solo las cuatro acciones llamadas A MU A M «, A m y A if . f de la 
Fig. 2-1 lb seran calculadas. Las acciones de extremo A MX y A ir , son 
la fuerza cortante y el momento flexionante en el extremo de la de- 
recha del miembro AB, en tanto que A m y A M4 son la fuerza cortante 
y el momento flexionante en el extremo de la izquierda del miem- 
bro BC. Por lo tanto, las primeras dos acciones de extremo estan lo- 
calizadas exactamente a la izquierda del nudo B, y las dos ultimas 
estan localizadas justamente a la derecha del nudo B. En este ejem- 
plo en particular, la suma de las fuerzas cortantes A.„, y A m debe ser 
igual a la reaccion redundante Q t , debido a que no existe una carga 
vertical sobre la viga en el nudo B. Tambien, la suma de los momen- 
tos flexionantes A M , „y A U4 debe ser igual al par M que actua como 
carga en el nudo B. 

Finalmente, consideremos las reacciones de la viga en la Fig. 
2-1 la. Las dos reacciones en los apoyos B y C se determinan auto- 
maticamente, ya que son las redundantes Ch y Q>. Las acciones res- 
tantes, denominadas generalmente, por el simbolo A tt , estan forma- 
das por una fuerza vertical y un par en el apoyo A. Estas reacciones 
se 11 am an A Rl y A RS en la Fig. 2-1 la y se suponen positivas en las 
direcciones mostradas. En tanto que la convencion de signos para 
reacciones puede seleccionarse arbitrariamente en cada caso en par- 
ticular, las direcciones positivas mostradas en la figura seran las uti- 
lizadas como costumbre en todo este libro. 

JPara.encontrax.Jos desplazamientos Dj, acciones . de..extremQ.,A.y , 
y,,xeacciones A« para la viga de la Fig. 2-1 la, se utilizara el principio 
de..superposicibjp- Previamente, aplicamos este principio a las estruc- 
turas libres mostradas en las Figs. 2-1 lc, 2-1 Id y 2-1 le para obtener 
una ecuacion para las redundantes Q (vease la Ec. 2-8). De modo 
similar, d^mhQpiQ.Jl§.j?u.per^ 

loa^de^plazamientos...de„ nudo viga de. la r Fifi;. ii 2,-Ua. Para 

realizar esto, desplazamientos en Ja s^es truc- 

Xuxas.,.li.bres (Figs. 2-1 lc, 2-1 Id y 2-1 le) cjrrespondientes a los 
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Fig. 2-11. Desplazamientos de nudo, acciones en los extremos, y reacciones 

desplgzajniejitos_ a las r cargas,, .es- 

tos desplazamientos se denominan por el simbolo general "y en 
particular, las rotaciones de los nudos B y C se denominan D JL1 y 
respectivamente. Ambas de estas cantidades pueden encontrar- 
se a partir de un analisis de la viga en voladizo de la Fig. 2-1 lc. 

A continuacion, debemos considerar lajestruc tura libre snjeta a 
-scores, unitarios.de las,redundanl£s (Figs. 2-1 Id y 2-1 le)TLos des- 
plazamientos correspondientes a D se .denominan . en donde la 
letra Q se utiliza para indicar que estos desplazamientos de nudo 
estan causados por valores unitarios de las redundantes. Considere- 
mos, por ejemplo, la estructura libre sujeta a un valor unitario de 
la redundante Q, (Fig. 2-1 Id). Los desplazamientos de nudo causa- 
dos por esta carga se denominan D JQU y D JQ2U en donde el primer 
subindice numerico identifica el desplazamiento particular en consi- 
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deracion y el segundo subindice denomina la redundante que produce 
dicho desplazamiento. De igual modo, los desplazamientos D JQ12 y 
D JQ22 causados por un valor unitario de Q 2 se muestran en la Fig. 2-l~le. 

El principio de superposicion puede utilizarse ahora para obtener 
los desplazamientos Dj de la viga real. Superponiendo los desplaza- 
mientos de las vigas en las Figs. 2-1 lc, 2-1 Id y 2-1 le obtenemos los 
desplazamientos en la viga de la Fig. 2-1 la: 

Dji = Djli + DjqhQi 4 - DjqhQz 
Dj 2 = Djli + DjquQi + DJQ22Q2 

Estas ecuaciones pueden expresarse de modo mas sencillo en la si- 
guiente ecuacion matricial: 

Dj ~ Djl -p DjqO ( 2 - 14 ) 

en donde las diferentes matrices son : 


[£;;] 

Djl 

DjQll 

-DjQ2i 

A/Q121 

DjQ22j 


Djli 

_PjL2_ 


Por supuesto, en una situacion mas general, las matrices pueden ser de 
orden mayor que las de este ejemplo. Si existen j desplazamientos 
de nudo que deben obtenerse, el orden de los vectores D. r y D. rij sera 
j X 1. Si el numero de redundantes es q, de modo que la matriz Q 
es de orden q X 1, la matriz D JQ sera rectangular y de orden j X q. 
La Ec. (2-14) puede utilizarse para calcular los desplazamientos D., 
mediante operaciones matriciales unicamente, despues de haber ob- 
tenido las matrices D. rij , D. IO V Q. 

De un modo similar al utilizado para obtener la Ec. (2-14), el 
JPFincipio de superposicion puede utilizarse para obtener las accipjjgs 
Jos,, extremos, ,d&J,QS_mie^ las. reacciones,^. En estos 

casos las ecuaciones de superposicion son & 

Am = A M l + AmqQ (2-15) 

Ar = Ar L + ArqQ (2-16) 


en donde A M y A R son vectores de acciones en los extremos y reac- 
ciones en la viga real (Fig. 2-1 la); A ML y A RL son vectores de acciones 
en los extremos y reacciones en la estructura libre debidas a las 
cargas; y A M q y A RQ son matrices de acciones en los extremos y reac- 
ciones y en la estructura libre debidas a valores unitarios de las 
redundantes. En el ejemplo de la Fig. 2-11 las matrices A M y A MI , son 
de orden 4X1 debido a que estan en consideracion cuatro acciones 
en los extremos; las matrices A R y A RI . son de orden 2X1 debido a 
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que se estan considerando dos reacciones; y las matrices A M q y A RQ 
son de orden 4 X 2 y 2 X 2, respectivamente. En el caso general en 
donde se tienen m acciones en los extremos de los miembros, r reac- 
ciones, y q redundantes, las matrices A M y A ML son de orden m X 1, 
Amq es de orden m X q, A R y A RL son de orden r X 1, y A RQ es de 
orden q X r. 

De la discusion anterior se ve que los pasos que deben seguirse 
al analizar una estructura por el metodo de la flexibilidad incluyen 
analisis bastante extensos de la estructura libre. Con las cargas en 
la estructura libre, es necesario encontrar las acciones y desplaza- 
mientos que forman las matrices D QL , D,„„ A ML y A RL . Con los valores 
unitarios de las redundantes actuando sobre la estructura libre es ne- 
cesario determinar las matrices F, D. IQ , A MQ y A RQ . Luego se resuelve 
la Ec. (2-8), dando el vector Q de redundantes, despues de lo cual las 
Ecs. (2-14) a (2-16) pueden evaluaxse para los vectores Dj, A M y A R . 
Por estos medios se pueden encontrar todas las acciones y desplaza- 
mientos de interes en la estructura real. 

Cuando se deben tomar en consideracion los efectos de cambios 
de temperatura, deformacion previa y desplazamiento de los apoyos, 
los unicos cambios en las ecuaciones de superposition son en los pri- 
meros terminos de los lados de la derecha del signo igual. Estos 
terminos representan las acciones y desplazamientos en la estructura 
libre y deben incluir los efectos de temperatura, deformacion previa 
y desplazamiento de los apoyos. Esta situation se describio en el ar- 
ticulo anterior para los desplazamientos correspondientes a las redun- 
dantes, y la Ec. (2-12) se derivo como una forma generalizada de la 
Ec. (2-8). Utilizando el mismo principio, una forma mas general de 
la Ec. (2-14) queda 

Dj = D j s + Dj qQ (2-17) 

en donde el vector D JS represents, la suma de todos los efectos en la 
estructura libre y esta dado por la siguiente expresion : 

(2-18) 

En la Ec. (2-18) las matrices D., T , D, n . y D JR representan desplaza- 
mientos de nudo debidos a temperatura, deformacion previa y des- 
plazamientos de los apoyos, respectivamente. Los desplazamientos de 
los apoyos que se consider an al obtener D JR son aquellos que no co- 
rresponden a redundantes. Aquellos que si corresponden a redundan- 
tes estan representados en la matriz D q . 

No hay necesidad para generalizar las Ecs. (2-15) y (2-16) para 
tomar en consideracion cambios de temperatura, deformacion previa 
y desplazamientos de los apoyos. Ninguna de estas influencias pro- 
ducira acciones o reacciones en una estructura libre estaticamente 
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determinada; en lugar de ello, la estructura simplemente cambiaia 
su configuration para acomodarse a esos efectos. Los efectos de estas 
influencias estan propagados en las matrices A M y A u a traves de 
los valores de las redundantes Q, que se obtuvieron al resolver la 

Ec. (2-12). . . .. ,, 

r^^En resumen , el procedimiento en cualquier ejemplo en particular r 
: es analizar la estructura libre para todas las causas, y despues sumar ; 
lias matrices apropiadas como se muestra en las Ecs. (2-11) y (2-18). . 
[Luego las redundantes se encuentran a partir de la Ec. (2-13), des- ; 
[pues de lo cual las diferentes acciones y desplazamientos se encuen- 1 
|tran a partir de las Ecs._(_2-15), (2-16) y j(2-17)^_ _ 

Ejemplo. Daremos una solucion general para la viga de dos claros mostra- 
da en la Fig. 2-11 para el caso de cargas unicamente. Se supone que el objeto 
del analisis es calcular los diferentes desplazamientos de nudo D„ acciones en 
los extremos de los miembros A u , y reacciones A K que se dan en las Figs. 2-lla 
y 2-1 lb La viga tiene una rigidez a la flexion constante igual a El y esta 
bajo la accion de las cargas P„ M, P, y P, que se supone que tienen los si- 
guientes valores: 

Pi = 2 P M = PL P 2 = P Pz = P 

Cuando estas cargas actuan sobre la estructura libre (Fig. 2-1 lc), se encuen- 
tra que los desplazamientos de nudo D Jbl y son 

5FL 2 __ 13 PL 2 

Pjli - AT?T ojrj 


y, por lo tanto, el vector D JL es 


PL? no - 
Djl _ 8EI Ll3_ 


Las acciones en los extremos de los miembros en la viga de la Fig. 2-1 lc pue- 


den encontxarse por equilibrio estatico. Por ejemplo, A 3 


son la fuer- 


za cortante y el momento flexionante junto a la izquierda del punto donde se 
aplica el par M. Estas cantidades son iguales a 


respectivamente, o 


-p 2 + P 3 y M - ~ + PzL 


A ML] = 0 AmL2 — 


De modo similar, la fuerza cortante y el momento flexionante justo a la dere- 
cha del punto B en la viga de la Fig. 2-1 lc son 


Pn — P 3 = 0 Amu — 
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Por lo tanto, la matriz A ML es 


Aml = 


Tambien, las reacciones en la viga de la Fig. 2-1 1c son 


Los desplazamientos de nudo debido a valores unitarios de las redund an- 
tes estan mostrados en las Figs. 2-1 Id y 2-1 le. Estos desplazamientos pueden 
calcularse rapidamente para la estructura libre y estan dados en la matriz D : 


L aS i a a c CC r eS o e f^ 0S e o Xtremos de los miembros y las reacciones en las vigas 
s Figs. 2-1 Id y 2-1 le se encuentran por estatica y constituyen las ma- 
trices A M(J y A ti g: 

A «-Tn j] :y 


o -1 

0 -L 


Las matrices D QI y F que aparecen en la Ec. (2-8) se determinaron previa- 
rnente para .a viga de la Fig. 2.11 (vease el Art 2.2) y el veSTq de I dun 
dantes se encontro ser igual a ^ n 


= z r 69] 
56 L — 64 J 


Utihzando esta matriz, asi como las matrices D JL y A J0 en la Ec. (2-14) se 
tienen dos desplazamientos de nudo en la viga real 


Este resultado muestra que la rotacion D„ en el nudo B es contra las mane- 
culas del reloj e igual a 


en tanto que la rotacion en C es 


Dj, = 


5 PIS 
112 El 
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con el sentido de las manecillas del reloj segun se indica por el signo negativo. 

Las acciones en los extremos A M y las reacciones A R se obtienen sustituyen- 
do las matrices apropiadas dadas arriba en las Ecs. (2-15) y (2-16); los resul- 
tados son 





Los resultados obtenidos para A M y A R pueden verificarse rapidamente por 
equilibno estatico. Con los redundantes Q 1 y Q 2 conocidas, el equilibrio de la 
vige puede utilizarse para verificar las reacciones en el apoyo A; tambien las 
acciones de extremo pueden obtenerse considerando el equilibrio de los miem- 
bros individuales. 

2.6. Inversa de la matriz de flexibilidad. El analisis de una es- 
tructura por el metodo de la flexibilidad requiere la determinacion 
de la matriz de flexibilidad F. Esta matriz se obtiene calculando des- 
plazamientos en la estructura libre, despues de lo cual F se invierte y 
sustituye en la Ec. (2-13). Despues la ecuacion se resuelve para el 
vector Q de redundantes. Como la inversa de la matriz de flexibili- 
dad es una matriz de rigidez, es natural considerar la posibilidad de 
conocer F _1 directamente de una consideration de la estructura. Tal 
procedimiento es posible, pero, como se mostrara despues, la inver- 
sion de la matriz de -flexibilidad sigue siendo un paso esencial en 
el analisis. Para comprender por que es cierto esto, se presenta la 
siguiente discusion sobre el significado fisico de F- 1 . 

Segun se discutio en el Art. 1-11, cada matri^de flexibilidad y 
de rigidez puede ^socl^ ^e^con un juego de <a£ciones y desplazamiBTT^ 
tos correspondie^ii 1 ^^!!^ las Ecs. 1-10 y l-127r^iret-caso-de“lA 

d e^ flexi bilidad , l as acci one s sonjcedim - 
dsntes que ac tuan sobre la estructura libre. La matriz de flexibili- 
'd'ard" esta formada por ^bs^e§pT^Sment6s correspondientes a las 
redundantes y debidos a valores unitarios de ellas. Por lo tanto, se 
sigue que la inversa de la matriz de flexibilidad esta formada por las 
acciones correspondientes a las redundantes y debidas a valores 
unitarios de los desplazamientos correspondientes a estas. Cada ele- 
mento de la matriz es una accion sobre la estructura debida a un 
desplazamiento unitario correspondiente a una redundante particular, 
en tanto que todos los otros desplazamientos correspondientes a las 
redundantes son cero. Esta matriz de rigidez, igual a F _1 , se denomi- 
nara con el slmbolo K. 

Para mostrar el significado fisico de la matriz K, refiramonos a 
la viga de dos claros de la Fig. 2-1 2a. Esta es la misma viga que se ha 
considerado en ejemplos previos (vease la Fig. 2-2 y 2-11 ),y las redun- 
dantes son las reacciones Q x y Q, en los apoyos B y C. En la Fig. 2-1 2b 
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la viga esta mostrada con un desplazamiento unitario correspondien- 
te a Qj en tanto que el desplazamiento correspondiente a Q._. es igual 
a cero. Las acciones correspondientes a Q, y Q-, se muestran como 
K u yK 21 en la figura; estas acciones son los elementos de la primera 
columna de la matriz de rigidez K, que es la inversa de la matriz de 
flexibilidad F para esta viga. De modo similar, en la Fig. 2- 12c la viga 
esta sujeta a un desplazamiento unitario correspondiente a Q 2 , y las 
acciones resultantes correspondientes a Qj y Q 2 se denominan K v , y 
Si estas acciones se evaluan para las vigas de la figura, los re- 
sultados son 



(b) 



(c) 

Fig. 2-12. Inversa de la matriz de flexibilidad 


K\2 — Lsi 


Por lo tanto, la matriz inversa K es 


12 El 
IV 



Esta matriz es la misma que la matriz F" 1 encontrada previamente 
en el Art. 2.2 para la misma viga. 

Si las cuatro acciones K n , K 1Z , K 21 y K 22 (dadas anteriormente) 
se obtienen por el metodo de flexibilidad utilizando Qi y Q-> como re- 
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dundantes, el calculo de la matriz de flexibilidad F y de su inversa 
es necesario. Por lo tanto, la labor de determinar la matriz K direc- 
tamente de una consideration de la estructura (veanse las Figs. 2-1 2b 
y 2-1 2c) involucra las mismas operaciones que el procedimiento 
usual. En general, el modo de solution mas conveniente por el me- 
todo de flexibilidad consiste en determinar la matriz de flexibilidad 
a partir de un analisis de la estructura libre, invirtiendo esta matriz 
y sustituyendo en la Ec. (2-13) para encontrar las redundantes. 

2.7. Resumen del metodo de flexibilidad. De acuerdo con lo mos- 
trado en los ejemplos de los articulos precedentes, el metodo de ana- 
lisis de las flexibilidades es bastante general y puede aplicarse a 
cualquier tipo de estructura reticular. Por supuesto, las estructuras 
escogidas para propositos ilustrativos en los articulos anteriores son 
relativamente sencillos para facilitar los calculos y mantenerlos a un 
minimo. Sin embargo, el metodo puede aplicarse en teorla a estruc- 
turas de cualquier grado de complejidad. Para facilitar el analisis de 
estructuras mas complicadas, en el Cap. 3 se desarrollara el metodo 
dando enfasis en hacer los calculos tan sistematicos como sea posi- 
ble. Para fines de referencia, al hacer los calculos por metodos ma- 
nuales, se hace un resumen en este articulo de las caractensticas 
esenciales del metodo de flexibilidad, asi como de la notation uti- 
liz^ds. 

El analisis de una estructura por el metodo de flexibilidad puede 
describirse por los pasos siguientes : 

1 .^ Enunaadq^d^mPM&m- El problem a por resolverse debe 
estar claramente definido describiendose la estructura y las cargas, 
los cambios de temperatura, deformaciones previas y los desplaza- 
mientos de los apoyos a los que este sujeta. La description de la es- 
tructura incluye el tipo de estructura, las posiciones de los nudos, de 
los miembros y las posiciones y tipos de los apoyos. Tambien es nece- 
sario enunciar los tipos de deformaciones que se consideraran en el 
analisis, tales como deformaciones por flexion, axiales, etc. Depen- 
diendo en los tipos de deformaciones por considerarse, se deben dar 
las rigideces apropiadas de los miembros. Por ejemplo,^ si se conside- 
ran las deformaciones por flexion, la rigidez a la flexion El debe ser 
conocida para cada miembro; si se consideran las deformaciones 
axiales, la rigidez axial EA debe darse; y as! sucesivamente. 

2. Selection de la e s tructuTa libzg,. El grado de indeterminacion 
estatica de la estructura debe determinarse, y debe seleccionarse un 
numero correspondiente de acciones redundantes desconocidas Q. La 
estructura libre se obtiene soltando las redundantes seleccionadas. 
Las redundantes deben escogerse cuidadosamente para obtener una 
estructura libre estaticamente determinada que sea inmovil y facil 
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de analizar. En algunos casos, la selection de redundantes requiere 
u na eantidad considerable de criterio de parte del analista y si el 
analisis se va a hacer tan sencillo como sea posible. 

stxuctuTCL libr e. . bo. jo las ccltqcls Debpn pva 
luarse diferentes acciones y desplaiairi^^Tf estruoura bbm 
provocadas por las cargas. Los desplazamientos mas importantes que 
deben determinarse son los desplazamientos D QL que corresponden a 
las redundantes. Otros desplazamientos de interes son los desplaza- 
mientos D JL en los nudos de la estructura. Las acciones que deben 
determinarse incluyen las acciones de extremo A UL para los miem- 
bros y las reacciones A RL para los apoyos. 

de,, la„ estructura- litre por.., otras„sau§jus . Si existen 
cambios de temperatura, efectos de deformacion previa o desplaza- 
miento de los apoyos que deben incluirse en el analisis, sus efectos 
deben evaluarse en la estructura libre. Los desplazamientos por en- 
contrar son los que corresponden a las redundantes ( D QT , D QP D QR ) 
y tambien los desplazamientos de nudo ( D„ , D Jf , D JIt ). Las acciones 
en los extremos de los miembros y las reacciones en los apoyos no 
se afectan: 

/VCllQT£S-JJJlitQTins jg J ns £g- 

Aimdantes^ Deben determinarse las acciones y los desplazamientos 
en la estructura libre debidas a valores unitarios de las redundantes. 
Los desplazamientos que deben calcularse son los que corresponden 
a las redundantes (coeficientes de influencia de flexibilidad F) y los 
desplazamientos de los nudos (D JQ ). Las acciones que deben evaluar-, 
se son las acciones de extremo y las reacciones (A MQ y A RQ ). 

Qr, t JdeiexjiiiTicu^i&fi^d^.(^T£duiui Q3d6s . La ecuacion de superposi- 
cion para los desplazamientos D 0 correspondientes a las redundan- 
tes en la estructura 'actual es la Ec. (2-12): 

Dq = Dq S + FQ (2-12) 

. , repetida 

En esta ecuacion el vector D QS incluye los efectos de cargas, tempe- 
ratura, deformacion previa y desplazamientos de los apoyos (fuera 
de los ya considerados en D Q ), de la manera siguiente: 

Dqs = Dql + Dqt + Dqp -f- Dq R (2-11) 

repetida 

Cuando la Ec. (2-12) se resuelve para las redundantes, el resultado es 

Q = F-^Dq - Dqs) (2-13) 

repetida 

7 x .^, r J)Gt£ji7ti7iciciQ7L de otros desplazamientos y^acqurri ^ , Los vec- 
tores D.,, A M y A R para los desplazamientos de nudo, acciones de ex- 
tremo y reacciones, respectivamente, en.la estructura real se obtie- 
nen a partir de las siguientes ecuaciones de superposicion : 
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Bj = Djs + DjqQ 

(2-17) 

repetida 

Am = Aml + AmqQ 

(2-15) 

repetida 

Ar = Arl + ArqQ 

(2-16) 

repetida 

En la Ec. (2-17) el vector D JS representa desplazamientos en la es- 
tructura libre debidos a todas las causas., del modo siguiente: 

Djs — Ojl + Bjt 4" Djp -j- Djr 

(2-18) 


repetida 

Cuando los vectores Dj, A M y A R han sido obtenidos, el analisis puede 
considerarse completo. 

Todas las matrices utilizadas en el rnetodo de flexibilidad estan 
resumidas en la Tabla 2-1. 

2.8. Metodo de la rigidez. El rnetodo de la rigidez se distingue 
del de la flexibilidad en los conceptos fisicos que estan involucrados, 
aunque los metodos son similares en su formulacion matematica. 
En ambos metodos las ecuaciones fund amen tales se derivan utilizan- 
do el principio de superposicion. En el metodo de la flexibilidad las 
cantidades d escon ocidas_s on acciones redundan tes, pero^rTeTmitodo 
de la -rigidez las mcognitas ^son lps desplazamien tos-de los nudos de 
la estructura. Por lo tanto, en el melodo de la rigiHR^ el numero 
de i ncognitas que debe calcularse es iguM^al grado de indetermina- 
cion cinematica. El metodo de la rigidez involucra un uso extensivo 
de acciones y desplazamientos eh miembros con extremos empotra- 
dos, y por lo que se hara referencia constante al material presentado 
en el Apendice B. 

Para ilustrar los conceptos del metodo de la rigidez en su forma 
mas sencilla, consideremos el analisis de la viga de la ffig. 2- 13 a. Es- 
ta viga tiene un apoyo empotrado en A, un apoyo guiado en B y esta 
sujeta a una carga uniformemente repartida w. La viga es cinema- 
ti camente in de fermi^da^^pri grad o ( si se desprecian las de- 

formaciones axiales), debido a que el unico desplazamiento de nudo 
desconocido es la rotacion (-)„ en el nudo B. La primera fase del ana- 
lisis es determinar esta rotacion. Despues de encontrar dicha rota- 
cion, pueden determinarse las diferentes acciones y desplazamientos 
en toda la viga, segun se mostrara posteriormente. 

En el metodo de la flexibilidad una estructura libre estaticamen- 
te determinada se ob tiene alterando la estructura real de modo tal, 
que las acciones de las redundantes seleccionadas sean cero. La ope- 
racion analoga en el metodo de la rigidez es obtener una estructura 
cinematicamente determinada alterando la estructura real de modo 
tal, que todos los desplazamientos desconocidos sean cero. Como los 
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desplazamientos desconocidos son las translaciones y rotaciones de 
los nudos, pueden hacerse iguales a cero impidiendo que los nudos 
de la estructura tengan desplazamientos de cualquier clase. La es- 
tructura obtenida al sujetar todos los nudos de la estructura real 
se llama la estr uctura fija, Para la viga de la Fig. 2-13a la estructura 
fija se obtiene sujetando al nudo B e impidiendole cualquier rota- 
cion. Por lo tanto, la estructura fija es la viga empotrada mostrada 
en la Fig. 2-1 3b. 

Cuando las cargas actuan sobre la viga fija (vease la Fig. 2-1 3b), 
existe un par M n desarrollado en el apoyo B. Este par reactivo tiene 
el sentido de las manecillas del reloj y esta dado por la expresion 

y ( 2_i9 ) 

que puede encontrarse en la tabla de momentos de empotramiento 
dada en el Apendice B (vease la Tabla B-l). Notese que el par M n es 
una accion correspondiente a la rotacion 0 B , que es la cantidad des- 
conocida en el analisis. Debido a que existe por momento en el nudo 
B de la viga real de la Fig. 2-1 3a, es necesario considerar en segui- 
da que la viga fija esta sujeta a un momento igual y opuesto al mo- 
mento M /{ . Dicho momento se muestra actuando sobre la viga en la 
Fig. 2-13c. Cuando las acciones que actuan sobre las dos vigas en 
(b) y (c) se sobreponen, producen las acciones sobre la viga real. 
Por lo tanto, el analisis de la viga de la Fig. 2-1 3a puede considerar- 
se como la superposicion de los analisis. mostr ados en las Figs. 2-13b* 
y 2-13c. Se sigue, por lo tanto, que la rotacion producida por el par 
M„ en la Fig. 2-13c es igual a e B , la rotacion desconocida en la vi- 
ga real. 

La relacion entre el momento M n y la rotacion 0 /; en la viga de la 
Fig. 2-13c es 

M b = ^~-e B (2-20) 

en donde El es la rigidez a la flexion de la viga. La Ec. (2-20) se 
obtiene del Caso 3 de la Tabla B-4. Igualando las dos expresiones pa- 
ra el momento M n de las Ecs. (2-19) y (2-20) tenemos la ecuacion 


wU 4EI n 

"To" = ~r e B 

de donde 

Gb 48 El 

Por lo tanto, se ha determinado la rotacion en el nudo B de la viga. 
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TABLA 2-1. MATRICES UTILIZADAS EN EL METODO DE 
LA FLEX IB I LID AD 


Matrix 

Orden 

Q 

q X 1 

I)q 

q X 1 

Dql 

q X 1 

F (o Dqq) 

Q X q 

Dqt, Dqp, Dqr 

q X 1 

Dqs 

q X 1 

Dj 

j x 1 

Djl 

j X 1 

Djq 

3 X q 

Djt, Djp, Djr 

j X 1 

Djs 

j X 1 

Am 

fflXl 

Aml 

m X 1 

Amq 

m X q 

Ar 

r X 1 

Ari. 

r X 1 

Arq 

r X q 


Definition 

Acciones redundantes desconocidas (q = riu- 
mero de redundantes) 

Desplazamientos en la estructura real corres- 
pondientes a las redundantes 
Desplazamientos en la estructura libre corres- 
pondientes a las redundantes y debidos a 
las cargas 

Desplazamientos en la estructura libre corres- 
pondientes a las redundantes y debidos a 
valores unitarios de las redundantes (coe- 
ficientes de flexibilidad ) 

Desplazamientos en la estructura libre corres- 
pondientes a las redundantes y debidos a 
temperatura, deformacion previa, y despla- 
zamientos de los apoyos (fuera de los con- 
siderados en D Q ) 
d qs = d qi, + d qt + + d qr 

Desplazamientos de nudo en la estructura 
real (j = numero de desplazamientos de 
nudos) 

Desplazamientos de nudo en la estructura li- 
bre debidos a las cargas 
Desplazamientos de nudo en la estructura li- 
bre debidos a valores unitarios de las re- 
dundantes 

Desplazamientos de nudo en la estructura li- 
bre debido a temperatura, deformacion 
previa y desplazamientos de los apoyos 
(fuera de los considerados en D (J ) 

D, IS = D, rij + D., t + D.m- T Djr 

Acciones en los extremos de los miembros en 
la estructura real (m = numero de ac- 
ciones ) 

Acciones en los extremos de los miembros 
en la estructura real debidos a las cargas 
Acciones en los extremos de los miembros 
en la estructura real debidos a valores uni- 

tarios de las redundantes 

Reacciones en la estructura real (r = nume- 
ro de reacciones) 

Reacciones en la estructura libre debidas a 
las cargas 

Reacciones en la estructura libre debidas a 
valores unitarios de las redundantes 
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Fig. 2-13. Ilustracion del metodo de la rigidez 


De una manera analoga a la utilizada en el metodo de la flexibi- 
lidad, es conveniente en el ejemplo anterior considerar la estructura 
fija bajo el efecto de un valor unitario de la rotacion desconocida. 
Tambien es mas sistematico formular la ecuacion para la rotacion 
como una ecuacion de superposicion y utilizar una convencion con- 
sistente de signos para todos los terminos de la ecuacion. Este pro- 
cedimiento sera utilizado para la viga de la Fig. 2-13. 

El efecto de un valor unitario de la rotacion desconocida se mues- 
tra en la Fig_2-l^d;‘ donde la viga fija esta sujeta a la accion de un 
par que produce un valor unitario de la rotacion (-)„ en el extremo 
de la derecha. Como el momento m B es una accion^ correspondiente 
a la rotacion 0 ;j y causada por un valor unitario de aquella rotacion 
(en tan to que los otros desplaz amie ntos de nudo son cero), se cono- 
ce que es un j ^ogfzcferito derig idez p ara la estructura fija (vease 
el Art. 1.10). El valor del par m B (vease la Ec. 2-20) es 


A1 formular la ecuacion de superposicion los pares en el nudo B se 
de tomera siguiente. El par en la viga fija sujeta 
/a la cafg^(d^gr^ ; T3b)) se suma al par m u (correspondiente a un 
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valor unitario de ©^jjuiltiplicado por ©*. La suma de estos dos ter- 
minos debe dar eFpar eri el nudo B de la viga real, ^ue'es cero T en 
este ejemplo. Todds-dos terminos en la ecuacion de superposicion se 
expresan en la misrna convencion de signos, a saber, que todos los 
pares y rotaci one s en el nu do B son positivos cuando tienen un sen- 
tidoj^^ojLdilas m aneciilas “del' "felojrpe acuerdo con esta con- 
vencion, el par M* en la viga de-la Fig. 2-1 3b es negativo: 


La ecuacion de duperpn s icicn ) de momentos en el apoyo B queda 

Mb + rnsQ# Jq £ ( 2 - 21 ) 


_ wL 2 4 El 
12 + L 


^ <b di 


Resolviendo esta ecuacion queda 


que es el mismo resultado anterior. E^i;ign©-.pQsitivo para el resulta- 
do significa que la rotacion tiene el ^ entido de la ^m anecillas deLreloi^ 

La parte mas esencial en la solucion anterior con sis'te en pro eL- 
birja-eetraaon "de superposici6n-t2r2^ que 

eLmQmentomn^R^enda-v-iga^.real.- Cs ce ro*. En esta ecuacion esta in- 
cluido el momento provocado por las cargas que actuan sobre la es- 
tructura fija y el momento causado por la rotacion del extremo B de 
la estructura fija. El ultimo termino en la ecuacion se expreso ade- 
cuadamente como el producto del momento causado por un valor 
unitario del desplazamiento desconocido (coeficiente de rigidez) mul- 
tiplicado por el desplazamiento desconocido. ( Los dos efectos se su- 
man algebraicamente, utilizando la misma convencion de signos 
para todos los terminos de la ecuacion. Cuando la ecuacion se resuel- 
ve para el desplazamiento desconocido, el signo del resultado da la 
direccion real del desplazamiento. La__ec uacion nuede llamarse ecua > 

_ ci6n dg_s3Jmcsosicio^ bien ecuacion de e quilibrio de nudo El ultimo 
nombre se utiUzaTHebido a que'“pirede~ considerarse que la ecuacion 
expresa el equilibrio de momentos en el nudo B. 

Una vez obtenida la rotacion desconocida & n para la viga, es po- 
sible calcular otras cantidades, tales como las acciones de extremo 
y las reacciones. Como ejemplo, supongamos que debemos encontrar 
la fuerza reactiva R que actua en el apoyo A de la viga (Fig. 2-13a). 
Esta fuerza es la suma de la fuerza reactiva correspondiente fe) en 
el apoyo A en la Fig. 2-13b y^®^ multiplicada^ por la fuerzaj^r^en la 
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Fig. 2-1 3d, como se muestra en la siguiente ecuacion de superpo- 
sicion : 

/ R — Ra + QbTa^J 

Las fuerzas R A y r A pueden calcularse facilmente para la \dga fija 
(vease el Caso 6, Tabla B-l, y el Caso 3, Tabla B-4) = 


Cuando estos valores, asi como los encontrados previamente para 
0„, se sustituyen en la ecuacion anterior, el resultado es 


Se pueden utilizar los mismos conceptos para calcular cualquier otra 
accion o desplazamientos de la viga. Sin embargo, enjodos-los-oasos 
deb^e ncontraxse primero los desplazamientos de nudo desc onoGidos^ 

Si una estructura es cinematicamente indeterminada de mayor 
grado al primero, se debe introducir un acercamiento mas organi- 
zado para la solution, as! como una notation tambien mas genera- 
lizada. Para este fin, se analizara la misma viga de dos claros utili- 
zada previamente como un ejemplo en el metodo de la flexibilidad, 
pero ahora por el metodo de la rigidez (vease la Fig. 2-14a). La viga 
tiene una rigidez a la flexion constante e igual a El, y esta sujeta a 
las cargas P : , M, P 2 y P 3 . Como los nudos B y C pueden permitir 
rotaciones, la estructura es cinematicamente indeterminada de se- 
gundo grado cuando despreciamos las deform aciones axiales. Sean 
D j y D 2 las rotaciones desconocidas en estos puntos, respectivamente, 
y supongamos que las rota ciones con s _en tido opuesto a l as-.,m anecillas 
deLr^^ Estos desplazamientos desconocidos pueden de- 

termmarse resolviendo ecuaciones de superposition para las acciones 
en los nudos B y C, como se describe en la siguiente discusion. 

El primer paso en el analisis consiste en aplicar fijaciones ima- 
ginarias en los nudos para prevenir todos los desplazamientos. La 
estructura fija que se obtiene por estos medios se muestra en la 
Fig. 2-14b y esta formada por dos vigas empotradas. L a estructura 
fij a seju pone-bajo Jruacci6n^d.e ... todas las_£grgg <excepto aqueUasque“~ ^ 
corresppnden a los desplazamientos d es conocidosoPor ,lo tanto, uni- 
camente se muestran en la Fig. 2- 14b las. cargas fj) \PJ y (?)• Todas 
las cargas que corresponden a los desplazamientos de nudo descono- 
cidos, tales como el par Mide este ejemplo, se consideran posterior- 
men te. Los momentos A mA y A DL2 (Fig. 2-14b) son las acciones de 
las restricciones (contra la estructura fija) correspondientes a Di y 
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Fig. 2-14. Ilustracion del metodo de la rigidez 


D», respectivamente, y causadas por cargas que actuan sobre la es- 
tructura, por ejemplo, la accion de fijacion o restriccion es la 
suma del momento reactivo en B debido a la carga P t que actua sobre 
el miembro AB y el momento reactivo en B debido a la carga P 2 que 
actua en el miembro BC. Estas accibtfds pueden encontrarse con el 
auxilio de formulas para momentos de empotramiento en vigas (vea- 
se el Apendice B), segun se ilustra posteriormente. 

Para generar los coeficientes de rigidez en los nudos B y C, se in- 
ducen separadamente en la estructura fija valores de los desplaza- 
mientos desconocidos Dj y D 2 . Un desplazamiento unitano correspon- 
diente a D 1 consiste en una rotacion unitaria del nudo B, segun se 
muestra en la Fig. 2-1 4c. El d_esplazaroiento D 2 perm anece igual a 
cero en esta viga. Por lo tanto, las acciones correspondientes a ,JD X y 
DrsoiTTorcoeficientes de rigidez S u y S 21 respectivamente. Estas 
rigideces estan formadas por los pares producidos por las fijaciones 
en la viga en los nudos B y C respectivamente. El calculo de estas 
acciones no es dificil cuando se cuenta con formulas para momentos 
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de empotramiento. Su determination en este ejemplo se describira 
luego. La condition que D.. es igual a la unidad en tanto que D, es 
igual a cero se muestra en la Fig. 2-14d. En la figura la rigidez S r . 
es la action correspondiente a D, en tanto que la rigidez S 33 es la 
accion correspondiente a D 2 . Notese que en cada caso el coeficiente 
de rigidez es la accion que la fijacion artificial ejerce sobre la es- 
tructura. 

?^§jnQ. s ^^nbi^aho^_dos_ e cuacio ne s de s u perposicio n que ex- 
pr es an ,_Ias_condicipnes pertenecientes a los momentns q ue actua n 

las acciones en la estructura real correspondientes llama- 

da s(7Qi y^Q- respectivamente. Estas acciones son cero en todos los 
casos excepto cuando una accion concentrada externa se aplica en un 
nudo correspondienteAa un grado de libertad. En el ejemplo de la 
Fig.. 2-14, lajiccion (Ajul es igual al paiS^f en tanto que la accion (A^) 
es igual a/cero. Las ecuaciones de superpogirmn pypresan el hecho d§ 
quejas acciones e n la estructura original (Tig. 2- 1 4a ) son iguales a 
l as acciones correspo ndientes en la estrnrtnr fl fij a debidas a las car- 
gas_{Fig^2-14b) mas las acciones cor respnnHipmpg ^ j a estructura 
fii a_ba]o los de splaza mientos unitarios f Figs. 2-14c y 2-14d) multi- 
plicadas por los desplazamientos mismos. Por lo tanto, las ecuaciones 
de superposicion son 

\ C&GmA* 

Am = A Dll + S n Di + S 12 D 2 

Ad2 — Adlz + SnDi -f- S22D2 ^ ^ 

La convention de signos utilizada en estas ecuaciones es que los 
r £2IHSnLQS.. ! &0^.piasifi^s cuando tienen el mismo sentido. (contrario 

a * as rna ! ie F i ^ a g ... (ie l re ^° j ) que los desplazamientos desconocidos 
correspondientes. 

Cuando las Ecs. (2-22) se expresan en forma matricial quedan 

A p = Adl + SD (2-23) 

en donde el vector A» representa la^C acciones ^en la viga original co- 
rrespondientes a los desplazamientos de nudo desconocidos B, el 
vector Aul. representa^ac^cipnes en la e struct ur a Jija, correspondientes 
a los desplazamientos de nudo desconocidos y causados por las car- 
gas (esto es, todas las cargas excepto aquellas correspondientes a los 
desplazamientos desconocidos), y S es la matriz de rigidez corres- 
pondieme a los desplazamientos desconocidos. La matriz de rigidez 
S tambien podria denominarse A m> , ya que representa acciones co- 
rrespondientes a los desplazamientos de nudo desconocidos y causa- 
dos por valores unitarios de aquellos desplazamientos. Para el ejem- 
plo de la Fig. 2-14 las matrices son las siguientes: 
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En general, estas matrices tendran tantos renglones como existan 
desplazamientos de nudo desconocidos. Por lo tanto, si d representa 
el numero de desplazamientos desconocidos, el orden de la matriz de 
rigidez S es d X d, en tanto que A D , A DL y B son vectores de or- 
den d X 1. 

Restando A DL de ambos lados de la. Ec. (2-23) y luego premulti- 
plicando por S' 1 tenemos la siguiente ecuacion para los desplaza- 
mientos desconocidos: |ir 

B = S-RAd - A dl ) (2-24) 

Esia-eGua^on^epre&ejiyJ^a^solucion para los despl azamienlo? en los 
terminos de la matriz debido a qtm'I(>T^einento^ A DL y S 

son conocidos o pueden obtenerse a partir de la estructura fija. Aun 
mas, las acciones de extremo y reacciones de la estructura pueden 
encontrarse una vez que se conozcan los desplazamientos de nudo. 
El procedimiento para desarrollar dichos calculos se ilustrara despues. 
" Para demostrar el uso de la Ec. (2-24), la viga de la Fig. 2-14a 
se analizara para los valores de las cargas dadas anteriormente •• 

P 1 = 2 P M = PL P :J = P P 3 = P 

Cuando las cargas ■P 1) P 2 y P 3 actuan sobre la estructura fija (Fig. 
2-14b) las acciones A DL1 y A DL2 , correspondientes a D 1 y D 2 , respecti- 
vamente, se desarrollan en los apoyos B y C. Como el par M correspon- 
de a uno de los desplazamientos desconocidos, se toma en conside- 
ration posteriormente por medio de la matriz A D . Las acciones A DL 
y A ul , se encuentran a partir de las formulas para momentos de em- 
potramiento (vease el Caso 1, Tabla B-l ) : , , ^ 




_ppl , id? 
8 ' 8 


An 


Por lo tanto, la matriz A DL es 


~-r 

_-l_ 


Puede observarse en estos calculos que la carga P 3 no interviene en la 
matriz A mj , por lo tanto, no afecta los calculos para los desplaza- 
mientos de nudo. Sin embargo, esta carga si afecta los calculos para 
las reacciones de la viga real, las que se dan posteriormente. 

La matriz de rigidez S consiste en los coeficientes de rigidez mos- 
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Fig. 2-15. Rigideces de miembro para una viga 

J J trados en las Figs. 2-14c y 2-14d. Cada coeficiente es un par corres- 
pondiente a uno de los desplazamientos desconocidos y debido a un 
valor unitario de uno de los desplazamientos.' En la Fig. 2-14c, se 
muestran elementos de la primera columna de la matriz de rigidez, 
y en la Fig. 2-14d elementos de la segunda columna. Para encontrax 
estos coeficientes, consideremos primero la viga empotrada mostrada 
en la Fig. 2-15. Esta viga esta sujeta a una rotacion unitaria en el 
extremo B, y como resultado, el momento desarrollado en el extremo 
B es 4 EI/L en tanto que el momento en el extremo opuesto es 2 EI/L 
(vease el Caso 3, Tabla B-4). Las fuerzas reactivas en los extremos 
de la viga son cada una igual a y tambien se muestran en la 

figura. Todas las acciones mostradas en la Fig. 2-15 se llaman rig ri- 
de ces del miembro, debido a que son acciones en los extremos del 
miembro debidas a un desplazamiento unitario de un extremo. El ex- 
tremo de la viga que sufre el desplazamiento unitaxio es Hamado, en 
algunas ocasiones el extremo . proximo de la viga, y el extremo opues- 
to el extremo lejano. Por lo tanto, las rigideces del miembro en A y 
B se les refiere en ocasiones como las rigideces en el extremo proxi- 
mo y el lejano de la viga. El tern a de rigidez de miembro se trata 
detaHadamente en el Cap. 4 junto con una discusion mas detallada 
del metodo de rigidez. 

La labor de calcular las rigideces de nudo S ai y S 21 en la Fig. 2-14c 
puede efectuarse ahora mediante el uso de las rigideces de miembro. 
Cuando la viga gira un angulo unitario en el nudo B, se desarroHa 
un momento igual a 4 EI/L debido a la rotacion del extremo del 
miembro AB. Tambien, un momento igual a 4 EI/L se desarroHa en 
B debido a la rotacion del extremo del miembro BC. Por lo tanto, el 
momento total en B, igual a S n , es 

L L L ' 

La rigidez S 21 es el momento desarrollado en el nudo C cuando el 
nudo B gira un angulo unitario. Como el nudo C es el extremo leja- 
no del miembro, el coeficiente de rigidez es 

2 El 
- L 


INTRODUCCION A LOS METODOS DE LA . . . 


109 


I 


Tanto S 1]L como S 21 son positivas debido a que actuan en sentido 
opuesto al de las manecillas del reloj. Los coeficientes de rigidez 
S 12 y S 22 se muestran en la Fig. 2-14d. El primero de estos es igual 
a 2 EI/L, ya que es una accion en el extremo lejano del miembro BC, 
en tanto’ que el ultimo es igual a 4 El L, ya que es en el extremo proxi- 
mo del miembro. 

La matriz de rigidez S puede form arse con los coeficientes de 
rigidez descritos anteriormente 



Cada uno de los elementos en S es una rigidez de nudo, ya que re- 
presenta la accion en uno de los nudos de la estructura debida a un 
valor unitario de un desplazamiento en uno de los nudos. En este 
ejemplo, la rigidez de nudo S n (vease la Fig. 2-14c) es lasuma de 
las rigideces de miembro de extremo proximo (vease la Ec. a) para 
los dos miembros que se unen en ese nudo. De modo similar, la rigi- 
dez S 22 es una rigidez de miembro de extremo proximo. Por otra par- 
te, las rigideces S 12 y S 21 estan formadas por rigideces de miembro 
de extremo lejano. para miembros que se conectan a un nudo que ha 
sufrido una rotacion. En un ejemplo mas general, se encontraia que 
los elementos de rigidez de la diagonal principal siempre estan com- 
puestos de rigideces de extremo proximo en tanto que los que estan 
fuera de la diagonal pueden ser rigideces ya sea de extremo proximo 
o de extremo lejano, como veremos en ejemplos posteriores. Una 
vez que se ha determinado la matriz de rigidez S, podemos encon- 
trar su inversa 



La siguiente matriz que debe determinarse es la matriz A D , que 
representa las acciones en la estruct ura real correspondien tes a los 
despJ^zannentos^unitar^ externa que co- 

rrespon^eVlaTota^rnDT-es-e-Dpar M Ungual a PL) en el nudo B. No 
existe momento en el nudo C correspondieifteTi D., y por lo tanto, la 
matriz A D es 



Una vez que se han determinado las matrices Ad, S 1 y Am.» P° 
demos encontrar la matriz de desplazamientos D de la estructura 
real sustituyendo en la Ec. (2-24) y despejando: 



i 
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Por lo tanto, las rotaciones y D 2 en los nudos B y C son respecti- 
vamente 

n = 17PL 2 n _ 5 PU 

1 112 El Dl ~ 119 Ft ( b ) 


112 El 


Estos resultados concuerdan con los desplazamientos de nudo encon- 
trados por el metodo de flexibilidad en el ejemplo del Art. 2.5. 

El siguiente paso una vez encontrados los desplazamientos de 
nudo es determinar las acciones de extremo y l as reacciones de la 
estnjptura. Como en el metodo de flexibilidad existen dos acercamien- 
tos que pueden seguirse cuando se hacen las operaciones manual- 
mente. Uno de ellos es obtener las acciones de extremo asi como 
las reacciones efectuando calculos separados una vez encontrados los 
desplazamientos de nudo. El otro acercamiento es efectuar los calcu- 
los de modo sistematico simultaneamente con los calculos para 
encontrar los desplazamientos. Utilizando el primero de los dos meto- 
dos, ios acciones de extremo se obtienen considerando consecutiva- 
mente cada miembro en particular de la estructura. Para cada miem- 
bro se determinan los efectos de las cargas sobre el miembro fijo 
y los efectos de los desplazamientos en los extremos del miembro. A 
continuation se combinan estos resultados para dar las acciones de 
extremo en la viga original. (Este metodo es bastante apropiado pa- 
ra una programacion para computadora, y se discute en el Cap. 4). 
Una vez determinadas todas estas acciones de extremo para una 
estructura, las reacciones pueden encontrarse por equilibrio estatico. 

El segundo acercamiento para encontrar acciones de extremo y 
reacciones es apropiado, sin embargo, para calculos manuales debido 
a que es sistematico y puede generalizarse facilmente. Para mos- 
trai como se desarrollan las operaciones, consideremos de nuevo la 
viga de dos claros mostrada en la Fig. 2-14. Como en el metodo de 
la flexibil ida d, la^mlBiriGes^e-axx;iQiies2en los extremos de los miem- 
bros y^e^cionesj^ l^A-sj l^tiura r eal (Fig. 2-14a) se denominaran 
gT?espectivamente. En la,iitm£Bi4SQa>ujeta a las cargas 
(Fig. 2-14b), las matrices de acciones dee xtremo y reacciones co- 
rrespondientes a A M y A R se denominaran(^^ y A R ^yrespectivamen- 
te. Debe notarse de nuevo que cuando se liap^cualquier referencia 
a las cargas que actuan sobre la estructura fija, se supone que todas 
las cargas reales se toman en consideration excepto aquellas que co- 
rresponden a un desplazamiento desconocido. Por lo tanto, la carga 
de n u do (A4) mostrada en la Fig. 2-14a no aparec iE en la estructura 
fija de la Fig. 2-14b. Sin embargo, todas las otras cargas se consi- 
deran que^ actuan sobre la viga fija de la Fig. 2-14b,<mbIb^dc^la 
carga Pj) Esta carga no afecta las acciones de extremo Aj^Tenla es- 
tructura fija, pero si a las reacciones Cada una de las matrices 
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A m y A ml es de orden m X 1, suponiendo que m represen ta el nume- 
ro de acciones de extremo; de igual modo, las matrices A R y A rl 
son de orden r X 1, en donde r represen ta el numero de reacciones. 

En la estructura fija sujeta a desplazamientos unitarios (Figs. 
2-14c y 2-14d), las matrices de acciones de extremo y reacciones se 
denominan A MD y A RD , respectivamente. La 'p Hmera column a de cada 
una de^aajn^tnces contiene las acciones obtenidas de la viga fija 
en !c(Fig^2-Mcxen tanto que la segunda columna esta formada por 
acciones obtenidas de la viga en laLEi g, 2-14d. En el caso general las 
matrices Amd y A RD son de orden m X d y r X d, respectivamente, en 
donde d representa el numero de desplazamientos desconocidos. 

Las ecuaciones de superposicion para las acciones de extremo y 
reacciones en la estructura real puede expresarse ahora en forma 
matricial: ^ 

AmdD f ^ i’scvoAJFT (2-25) 

\aJ=\AklJ+ A rd D - 1 — (2-26) N 

Las dos ecuaciones anteriores y la Ec. (2-23) juntas constituyen las 
tres ecuaciones de superposicion del metodo de la rigidez. La solu- 
cion completa de una estructura consiste en resolver la matriz B de 
desplazamientos de la Ec. (2-24) y luego sustituir en las Ecs. (2-25) 
y (2-26) para determinar A M y A R . Cuando se ha hecho esto, todos 
los desplazamientos de nudo, acciones de extremo y reacciones de la 
estructura son conoeidos. 

Consideremos ahora el uso de las Ecs. (2-25) y (2-26) en la so- 
lution de la viga de dos claros mostrada en la Fig. 2-14. Los despla- 
zamientos desconocidos D han sido determinados previamente (ver 
Ecs. b) y todo lo que falta es la determination de las matrices A ML , 
A R l, Amd y A R d. Supongamos que las acciones de extremo que deben 
calculate son la fuerza cortante A M1 y el momento A M ., en el extremo 
B del miembro AB, y la fuerza cortante y el momento A m en el 
extremo B del miembro BC. Estas son las mismas acciones de extre- 
mo consideradas previamente en la solution mediante el metodo de 
la flexibilidad (vease la Fig. 2-1 l r b), y se ha escogido unicamente 
para fines ilustrativos. Tambien, supongamos que las reacciones que 
deben calcularse son la fuerza A R1 y el par A R2 en el apoyo A, y las 
fuerzas A R3 y A R4 en los apoyos B y C (vease la Fig. 2-14a). Las dos 
primeras reacciones son las mismas que en la solution anterior, y 
las ultimas dos son las redundantes de la misma solution anterior. 
Todas estas acciones se consideran posiiivas cuando son hacia arriba 
o en contra de las manecillas del reloj. 

En la estructura fija sujeta a las cargas (Fig. 2-14b), los momen- 
tos de extremo y las reacciones en terminos de las cargas P u P, y P ;t 
son los siguientes: 


v. 
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Am li — 


Arli — 


ArLZ = + 9* 


2 


Los valores de las cargas (P x = 2 P, P 2 = P, P 3 = P) pueden susti- 
tuirse en estas expresiones, pudiendo form arse de este modo las 
matrices A M l y A RL : 


. P —2 L A _ f £ 

Aml - g 4 Arl 4 6 

_ L J L-2_ 

Las matrices A M d y A RD se obtienen de un analisis de las vigas 
mostradas en las Figs. 2-14c y 2-14d. Por ejemplo, la accion de ex- 
tremo A Mmi es la fuerza cortante en el extremo B del miembro AB 
debido a un desplazamiento unitario correspondiente a D x (Fig. 
2-14c). Por lo tanto, esta accion de extremo es 


como puede verse en la Fig. 2-15. La reaccion A RD n es la fuerza ver- 
tical en el apoyo A de la viga de la Fig. 2-14c, y es 


De modo similar, las otras acciones de extremo y las reacciones pue- 
den encontrarse para la viga mostrada en la Fig. 2-14c. Estas can- 
tidades constituyen las primeras columnas de las matrices A MD y A R d- 
Los terminos de las segundas columnas se encuentran mediante ana- 
lisis similares que se hacen para la viga mostrada en la Fig. 2-1 4d. 
Los resultados son como siguen : 


“-6 0 ' 
El 4L 0 

L 2 6 6 

4 L 2 L 


Ard = 


Sustituyendo las matrices A ml y A M d dadas anteriormente, asi co- 
mo la matriz D obtenida previamente, en la Ec. (2-25) obtenemos lo 
siguiente : 


" 8 ' 
P -2 L 
8 4 

L 


-6 0 ~ 

4 L 0 PL 2 r 17 

6 G 112EI — 5 

4 L 2 L 


P 20 L 
56 64 
3G L 
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Este resultado concuerda con el encontrado previamente por el me- 
todo de la flexibilidad (vease el Art. 2.5). Sustituyendo las matrices 
A rl , A rd y D en la Ec. (2-26) podemos encontrar las reacciones 

tambien : 



Estos resultados tambien concu erd an con los encontrados antes me- 
diante el metodo de la flexibilidad. 

El metodo de solucion descrito antes para la viga de dos claros 
de la Fig. 2-14 es bastante general en sus conceptos basicos, y las 
ecuaciones matriciales (2-23) a (2-26) pueden utilizarse tambien en 
la solucion de cualquier tipo de estructura reticular. Tambien, las 
ecuaciones se aplican a estructuras que tengan cualquier grado de 
indeterminacion cinematica. En el siguiente artlculo se dan varios 
ejemplos que ilustran el metodo de la rigidez. 

2.9, Ejemplos. Los ejemplos dados en este articulo ilustran las 
aplicaciones del metodo de rigidez a vanos tipos de estructuras. En 
cada ejemplo el objeto de los calculos es determinar los desplaza- 
mientos de nudo desconocidos y ciertas acciones de extremo y reac- 
ciones. Como el numero de grados de indeterminacion cinematica 
es pequeno, los problemas son apropiados para una resolucion ma- 
nual. La mayoria de los ejemplos se resuelven en forma de literales 
debido a que esto ilustra con mas claridad como se obtienen los di- 
ferentes terminos de las matrices. 

Ejemplo 1. La viga continua de tres claros mostrada en la Fig. 2-16a 
tiene apoyos empotrados en A y D y apoyos guiados en B y C; la longitud del 
claro central es igual a 1.5 veces el claro lateral. Las cargas que actuan sobre 
la viga se suponen ser dos fuerzas concentradas que actuan en las posicio- 
nes mostradas, una carga uniformemente repartida de intensidad w que actua 
sobre los claros BC y CD, y un momento M aplicado en el nudo C. Todos los 
miembros de la viga se suponen tener la misma rigidez a la flexidn El. 

Los desplazamientos de nudo desconocidos para la viga son las rotaciones 
en los apoyos B y C, denominados y D,, respectivamente, segun se muestra en 
la Fig. 2-1 6b. Para fines ilustrativos en este ejemplo, se supondra que las 
unicas acciones de extremo que deben determinarse son la fuerza cortante 
A Ml y el momento A M2 , del extremo izquierdo del miembro AB, y la fuerza 
cortante A M3 y el momento A K4 del extremo izquierdo del miembro BC, segun 
se muestra en la Fig. 2-16b. Las reacciones que deben encontrarse en este 
ejemplo son las fuerzas verticales A In y A R2 en los apoyos By C, respectiva- 
mente. Tambien se pueden obtener otras reacciones si se desea. Todas las 
acciones de extremo, reacciones y desplazamientos de nudo se consideran 
positivos cuando sean hacia arriba o en sentido opuesto al de las manecillas 
de un reloj. 
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2 2 



(e) 

Fig. 2-16. Ej. 1: Viga continua 


La unica carga sobre la estructura que corresponde a uno de los desplaza- 
mientos de nudo desconocidos es el par M, que corresponde a la rotacion D, 
(excepto en que es de sentido opuesto). Por tanto, el vector A D de acciones 
correspondientes a los desplazamientos desconocidos es 


- r ° " 


Las fuerzas restantes que actuan sobre la viga se toman en cuenta conside- 
rando que actuan sobre la estructura fija mostrada en la Fig. 2-16c. Esta es- 
tructura consiste en vigas doblemente empotradas y se obtiene evitando que 
los nudos ByC giren. Las acciones A VLl y A 0L „ ejercidas sobre la viga por las 
fijaciones artificiales son los pares de los apoyos ByC. Cada uno de los pares 
es una accion correspondiente a un desplazamiento D y causado por cargas 
sobre la viga. Los pares pueden valorarse sin ninguna dificultad refiriendose 
a las formulas para momentos de empotramiento dadas en la Tabla B-l del 
Apendice (veanse los Casos 1 y 6): 


PL w{\.bLY 
Adu " + 12 


_PL 3 wTJ 
8 + 16 


AdL2 = 


wjl.bL ) 2 wL 2 

12 + 12 


Por lo tanto, el vector A t 


Adl = 


L_ 

48 


— 6P + 9 wL~ 
— bwL 


Las acciones de extremo A ifL y las reacciones A UL de la viga fija de la 
Fig. 2-16c pueden determinarse tambien refiriendonos a la tabla para accio- 
nes de empotramiento. Por ejemplo, la accion de extremo A i!L1 es la fuerza 
cortante en el extremo izquierdo del miembro AB y es igual a P/2; de igual 
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modo, la reaccion A RLl es la reaccion vertical en el apoyo B, obtentendose 
del modo siguiente: 

, P , p , m'1.51) 3 P , 3 wL 

.4«.- 2 +i>+- 1 —= T + — 

Continuando de la misma manera, podemos encontrar todas las acciones ne- 
cesaxias en la estructura fija. Los vectores resultantes A ML y A nh son: 


3P 3 wL 
2 + 4 


Notese que la carga P que actua hacia abajo en el nudo B afecta las reaccio- 
nes en la viga fija pero no las acciones de extremo. 

Para simplificar los calculos subsecuentes, supongamos ahora que existen 
las siguientes relaciones entre las diferentes cargas sobre la viga: 

wL = P M = PL 

Sustituyendo estas relaciones en las matrices dadas en los parrafos anterio- 
res se obtienen las siguientes matrices: 


A d = PL 


Aml = 


"8 ‘ 
P 2 L 
16 12 
3 L 


El siguiente paso en la solucion es el analisis de la viga fija para los efec- 
tos de desplazamientos unitarios correspondientes a las incognitas. Las dos 
condiciones que deben considerarse son giros unitarios en los nudos ByC, se- 
gun se ilustra en las Figs. 2-16d y 2-16e. Los cuatro pares que actuan en los 
nudos B y C en estas figuras, representan los elementos de la matriz de rigidez 
S. Utilizando las formulas dadas en la Fig. 2-15, cada una de estas rigideces 
pueden determinarse sin ninguna dificultad, de acuerdo con lo mostrado en 
los calculos siguientes: 


S„ — ^2 


4 El 

L + l.bL 


Por lo tanto, la matriz de rigidez S queda 


mrb r 
il Li 5_ 
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y la matriz inversa es 



Los desplazamientos de nudo pueden encontrarse ahora sustituyendo las ma- 
trices S-L A d y A dl en la Ec. (2-24) y despejando D, como se muestra: 



Esta matriz da las rotaciones en los nudos B y C de la viga continua mostrada 
en la Fig. 2-16a. 

Como el siguiente paso en la determinacion de las acciones de extremo y 
de las reacciones, es necesario considerar nuevamente las vigas fijas mostra- 
das en las Figs. 2-16d y 2-16e. En cada una de estas vigas existen acciones de 
extremo y reacciones que corresponden a las acciones de extremo y a las reaccio- 
nes seleccionadas antexiormente y mostradas en la Fig. 2-16b. Estas cantidades 
para las vigas con desplazamientos unitarios se denominan A, ro y A RD , res- 
pectivamente. Por ejemplo, la accion de extremo A wxm es la fuerza cortante 
en el extremo izquierdo del miembro AB debida a un valor unitario de D 1 
(vease la Fig. 2-16d). La accion de extremo A MD2l es el momento en la misma 
posicion. En todos los casos el primer subindice identifica la accion de extremo 
misma y el segundo significa el desplazamiento unitario que produce la accion. 
Las acciones en las vigas de las Figs. 2-16d y 2-16e siguen un patron similar, 
con A Kmi y A RD2l como reacciones en los apoyos B y C, respectivamente, debi- 
das a un valor unitario del desplazamiento D 2 (Fig. 2-16d). Con este esquema 
de identificacion en mente, y utilizando tambien las formulas dadas en la 
Fig. 2-15, no es dificil calcular las varias acciones de extremo y las reacciones. 
Por ejemplo, las acciones de extremo en la viga de la Fig. 2-16d son las 
siguientes : 

6 El 2 El . GEI 8 El A _ 4 EI_ _ 8 M 

Am on = -jy Am mi = — Am ™ ~ (i.5£,)a “ 3 L 2 UDa 1.5 L 3 L 

Tambien, las reacciones en la misma viga son 


6 El 6 El 10 El 6 El 8 £7 

A * ai = ~U + (1.5L) 2 “ “ 3L 2 “ (1-5L) 2 3L 2 

De modo similar, las acciones de extremo y las reacciones para la viga de la 
Fig. 2-1 6e pueden ser determinadas, despues de lo cual se pueden construir 
las matrices A M „ y A RD . Estas matrices son 


"9 0 ' 

2 El 3 L 0 
3 L 2 4 4 

4L 2 L 


2 El f-5 


Los pasos finales en la solucion consisten en calcular las matrices A M y A R 
para las acciones de extremo y las reacciones de la viga original de la Fig. 
2-16a. Estas matrices se obtienen sustituyendo en las Ecs. (2-25) y (2-26) 
ias matrices D, A MIj , A MI) , A nI , y A aI „ todas las cuales han sido determinadas 
anteriormente. Se puede obtener los siguientes resultados: 
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Por lo tanto, todas las acciones de extremo y las reacciones seleccionadas han 
sido calculadas. 


Ejemplo 2. La viga continua ABC mostrada en la Fig. 2-1 7a tiene un 
apoyo fijo en A, un apoyo guiado en B y otro apoyo guiado en C. Por lo tanto, 
los unicos desplazamientos de nudo desconocidos son la rotacion en el apoyo 
B y la translacion vertical en el apoyo C. Estos desplazamientos se denominan 
D y D„, respectivamente, como se identifican en la Fig. 2-1 7b. La viga tiene 
una rigidez a la flexion constante El y esta sujeta a las cargas P, y P.,, que 
actuan en las posiciones mostradas en la figura. Se supondra que las cargas 


calcular ciertas acciones de 
extremo y todas las reacciones de la viga. Las acciones de extremo seleccio- 
nadas son la fuerza cortante A tn y el momento A M2 en el extremo derecho del 
miembro AB (vease la Fig: 2-1 7b), y las reacciones son la fuerza vertical A ln 
y el momento A ll2 en el apoyo A, la fuerza vertical A R2 en el apoyo B, y el mo- 
mento A /m en el apoyo C (vease la Fig. 2-1 7b). Todas las acciones y desplaza- 
mientos se muestran con sus direcciones positivas en la figura. 

La estructura fija se obtiene evitando rotacion en el nudo B y translacion 
en el nudo C, dando, por lo tanto, las dos vigas empotradas mostradas en la 
Fig. 2-1 7c. Debido a las cargas sobre esta estructura fija, las acciones corres- 
pondientes a los desplazamientos desconocidos D son 

Adli = - g + g - g A 2 2 


son las siguientes: 


P\ = 2 P\ ( P 2 = P/ 


Para fines ilustrativos en este ejemplo, se van a 




Fig. 2-17. Ej. 2: Viga continua 
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Tambien, las acciones de extremo en la misma viga son 


P \L PL 


y las reacciones son 


A - El _ p , P,L PL 
Aru ~ 2 ~ p A “ X = T 


, P, , ft 3P , P,L PL 

A ‘ u “ ¥ + ¥ “ T - 4 “‘ T = _ T 

De los valores dados arriba, se pueden formar las sigulentes matrices que 
son necesarias para la solucion: 


Arli — 


p r 4 ~ 

4 L -L_ 


. P 2 L 

A “ l- I 12 


Despues de obtener las matrices de acciones debidas a las cargas, el 
siguiente paso es analizar la viga fija para valores unitarios de los desplaza- 
mientos desconocidos, corao se muestra en las Figs. 2-1 7d y 2-1 7e. Las rigide- 
ces S n y Sj., causadas por una rotacion unitaria en el nudo B se obtienen 
rapidamente a partir de las formulas dadas en la Fig. 2-15, de la manera si- 
guiente: 

o 4EI , 4EI 8 El _ QEI 

s ““ir + ir-— 

En el caso de un desplazamiento unitario correspondiente a D„ (Fig. 2-1 7e) 
es necesario tener formulas para las fuerzas y los momentos en los extremos 
de una viga empotrada sujeta a una translacion de un extremo respecto del otro. 
Las formulas necesarias pueden obtenerse de la Tabla B-4 del Apendice B 
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Fig. 2-18. Rigidez del miembro para una viga 


(Caso 2). Cuando la translacion es igual a la unidad, los momentos de los 
extremos son iguales a 6 EI/L-, y las fuerzas son iguales a 12£I/L», segun 
se muestra en la Fig. 2-18. Utilizando estos valores, las rigideces S. y S ^ 
para la viga de la Fig. 2-1 7e son como sigue: ‘ 
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Por lo tanto, puede formarse la matriz de rigidez, y se puede obtener su inversa: 


2 El 

4 L 2 

-3 LT 

C—l 

l r 

6 3L " 

L 3 

.-3 L 

6 

S 1 = 

' 30 El _ 

3 L 4L 2 _ 


La matriz inversa, asi como la matriz A DIj determinada con anterioridad, 
puede sustituirse ahora en la Ec. (2-24) parai obtener la matriz D de des- 
plazamientos desconocidos. La matriz A D que a:!parece en la ecuacion es una 
matnz nula, ya que no hay cargas sobre la viga original correspondientes a 
D x o D 2 . Se encuentra que la solucion para O es 


" -6 " 
_ — 13L_ 


Las matrices A Md y A RD que aparecen en las Ecs. (a-25) y (2-26) repre- 
sentan las acciones de extremo y reacciones, respectivamente, en las vigas 
ijas e las Figs. 2-1 7d y 2rl7e. La primera columna de cada matriz esta 
asociada con un valor unitario del desplazamiento D 1 (vease la Fig. 2-17d) 
y la segunda columna con un valor unitario de D 2 (Fig. 2-17e). Todos los 
e ementos de estas matrices pueden obtenerse con la ayuda de las fdrmulas 
dadas en las Figs. 2-15 y 2-18, y los resultados son los siguientes: 


Amd = 


Ard = 


u, de un modo mas sencillo, las matrices son 


Amd = 


2 El 
L 2 2 L 


~—3 01 
_2L Oj 


Ard = _ 


L 3 


“3 L 

0 

L 2 

0 

0 

-6 

3 2 

—3 L 


Como paso final, las matrices A M y A R pueden encontrarse sustituyendo las 
matrices A ML , A MD , A RL , A RI) y D en las Ecs. (2-25) y (2-26) y despejando. Los 
resultados son 


a _ l r 23 1 
* M 20 L — 7Lj Ar 


Por lo tanto, se han calculado tod as las acciones sobre la viga y los desplaza- 
miexitos de nudo deseados. 

Ejemplo 3. El proposito de este ejemplo es ilustrar el analisis de una 
armadura plana por el metodo de la rigidez. La armadura por resolverse esta 
mostrada en la Fig. 2-19a y esta formada por cuatro barras que se unen en 
un nudo comun E. Esta armadura particular file escogida debido a que solo 
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tiene dos grados de libertad para desplazamiento de nudos, a saber, las txansla- 
ciones horizontal y vertical en el nudo E. Sin embargo, la mayor parte de la 
discusion referente a la solucion de esta armadura es tambien aplicable 
a armaduras mas complicadas. 

Es conveniente en el analisis identificar las barras de la armadura nume- 
ricamente. Por lo tanto, las barras estan numeradas del 1 al 4 segun se 
muestra por los numeros encerrados en circulos en la Fig. 2-19a. Tambien, 
para los propositos de una discusion general, se supondra que las cuatro 
barras tienen longitudes L s , L 2 , L 3 y L 4 , y rigideces axiales EA V E A.,, EA 3 yEA 4 , 
respectivamente. Despues se daran valores especificos a todas estas cantidades 
para poder terminar la solucion del problema. 

Las cargas sobre la armadura son las dos fuerzas concentradas P x y P 2 
que actuan en el nudo E, asi como los pesos de los miembros. Los pesos 
actuan como unas cargas uniformemente distribuidas a lo largo de las barras 



(d) (el 

Fig. 2-19. Ej. 3: Armadura plana 
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y se supone que tienen una intensidad w 1 , w 2 , w 3 Y w 4 > r es P ec ti va mente, 
para cada una de las cuatro barras. En todos los casos la intensidad w es el 
peso de la barra por distancia unitaria medida a lo largo del eje de la barra. 
Por ejemplo, el peso total de la barra 1 es w l L 1 . 

Los desplazamientos desconocidos en el nudo E, denominados D, y D 2 
en la Fig. 2-19b, se toman como las translaciones horizontal y vertical del nudo. 
Estos desplazamientos, asi como las cargas aplicadas en el nudo E, se conside- 
ran positivos cuando tienen direccion hacia la derecha o hacia arriba. Las 
acciones de extremo que deben calcularse seran las fuerzas axiales en las 
cuatro barras en los extremos A, B, C y D, respectivamente. Estas acciones 
se muestran en la Fig. 2-19b y se denominan A in , A M2 , y A Mi . Debido a 
los pesos de las barras, las fuerzas axiales en los otros extremos de las barras 
(esto es, en el nudo E) tendran valores diferentes a los de los extremos A, B, 
C y D. Las fuerzas axiales en el extremo E de las barras pueden incluirse 
en los calculos si se desea; tambien, las fuerzas cortantes en los extremos de 
las barras pueden incluirse. Sin embargo, las fuerzas axiales en el extremo 
E y las fuerzas cortantes no se incluyen en este ejemplo para facilitar el 
mismo. Las acciones de extremo se suponen positivas cuando producen tension 
en las barras. Es superfluo calcular reacciones de la armadura en la Fig. 
2-19 ya que las reacciones son las mismas que las acciones de extremo. Sin 
embargo existen otras situaciones, como cuando varias barras de una arma- 
dura se unen en un punto de apoyo, en donde las reacciones deben deternn- 
narse separadamente. 

Las cargas P y P„ que actuan en el nudo E de la estructura (Fig. 2r-19a; 
son cargas que corresponden a los desplazamientos desconocidos D t y D 2 , res- 
pectivamente. Por lo tanto, estas cargas aparecen en el vector A D de la 
manera siguiente : 



Las cargas restantes sobre la armadura se considera que actuan en la estruc- 
tura fija, la que se obtiene evitando la translacion del nudo E (Fig. 2-19c). 
Cada miembro de la armadura esta, por lo tanto, en la condicion indicada 
en la Fig. 2-20, la que muestra un miembro de la armadura, inclinado, que 
esta apoyado en ambos extremos por articulaciones inmoviles. Para fines de 
una discusion general, los puntos de apoyo se denominan A y B en la figura. 
El peso de la barra en si esta representado por la carga uniforme de intensidad 
w. Las reacciones de la barra son dos fuerzas verticals, cada una de las 
cuales es igual a la mitad del peso de la barra (vease el Apendice B, Tabla B-5). 
Por lo tanto, las acciones A DL para la armadura fija mostrada en la Fig. 2-19c 
pueden calcularse rapidamente. Las acciones que deben determinarse en el nu- 



Fig. 2-20. Acciones de extremo para un miembro fijo de armadura 
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do E son la fuerza horizontal A DLl y la fuerza vertical A fli „ que corresponden a 
los desplazamientos D x y D, respectivamente. Qamo-el^s©-4eJasbarras no 

la accion A DLl debe ser ceroTUTSHBari^'' 
las acciones A OL2 s^ITTgirai---^^ barras que se ’ 

unen en el nudo E. Por lo tanto, el vector A DL queda 

0 "1 ro“ 

Adl = Bh i W ? L ? , W3L3- , w,u = IF 

2 + 2 T — + ~ J LTJ 

La cantidad W es e] peso total de todas las barras que se unen en el nudo 
E, que en este ejemplo es tambien el peso total de la armadura. 

Para fines de calculo de las acciones de extremo para los miembros, es 
tambien necesario obtener el vector A ML de una consideracion de la estruc- 
tura fija mostrada en la Fig. 2-19c. Este vector consiste en las acciones de 
extremo A^,, A UL2 , A UL3 y A ULi , que se muestran en la figura en las direc- 
ciones positivas (tension en los miembros). Cada cantidad de estas esta dada 
por la formula general s ^ 


r KkwL '"l T7f — 

f '■ trr sen 7 y'Px > A \ «t- 

en donde y es el angulo entre el eje de la barra y la horizontal, y el signo 
menos indica que la fuerza es de compresion. Para aplicar esta formula a la 
armadura de la Fig. 2rl9, es necesario primero identificar los angulos entre 
los miembros y la horizontal. Sean estos angulos y 1 , y 2 , y 3 y y 4 para las cuatro 
barras 1, 2, 3 y 4, respectivamente. Estos angulos* estan mostrados en la 
Fig. 2-19a para todas las barras exceptuando la 1, ya que se supone horizontal 
en este ejemplo, en particular. Por lo tanto, la accion de extremo Au,,, por 
ejemplo, esta dada por la expresion 


w 2 l, 2 

Am Li = senyo 

y puede verse que el vector A ML es el siguiente: 

~WiLi senyjZU'AfiU 

. v)%L 2 senyo A ."-' 1 - 5 

Aml = — 4 T , , . .. 

W 3 L 3 seny 3 - - 

_mjL 4 seny 4 J ^ 11 Lt! 

Este vector puede evaluarse en cualquier caso en particular sustituyendo los 
valores apropiados para cada barra de la armadura. Si se supone que la barra 
1 es horizontal y la barra 4 es vertical, el primero y el ultimo elementos del 
vector pueden simplificarse a cero y — n/ 4 L 4 /2, respectivamente. 

Para obtener la matriz de rigidez S, es necesario imponer desplazamientos 
unitarios correspondientes a Dj y D : sobre la estructura fija, como se muestra 
en las Figs. 2-19d y 2-19e, respectivamente. Las acciones correspondientes a 
los desplazamientos de nudo son las cuatro rigideces de nudo S n , S 01 , S 10 y S 
Cada una de estas rigideces esta mostrada en la figura actuando en la direc- 
cion positiva. Las rigideces de nudo estan compuestas por contribuciones de 
cada miembro de la armadura; esto es, de las rigideces de los propios miembros. 
1 or ejemplo, S n es la fuerza total en la direccion horizontal cuando se impone 
sobre la armadura un desplazamiento unitario en esa direccion (vease la Fig. 
2-1 9d) y consiste en la suma de los componentes horizontales de las fuerzas de 
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Fig. 2-21. Rigideces de miembro para un miembro de una armadura plana 


todas las barras de la armadura. Por lo tanto, para obtener las rigideces de nudo 
mostradas en la figura es necesario primero encontrar las fuerzas que actuan 
en los miembros individuales cuando el nudo E se desplaza. 

Las fuerzas que actuan en un miembro tlpico de armadura debidas a un 
desplazamiento horizontal unitario de un extremo estan ilustradas en la Fig. 
2.21a. Para propositos de una discusion general, los extremos inferior y supe- 
rior de la barra se denominan extremos A y B, respectivamente. El extremo 
superior de la barra se supone moverse a una distancia unitaria hacia la 
derecha, en tanto que los otros desplazamientos de extremo son cero. Como 
resultado, la barra aumenta su longitud, y se necesitan fuerzas de fijacion en 
cada extremo. La elongacion de la barra se determina a partir de los desplaza- 
mientos que toman lugar en el extremo B, como se muestra en la Fig 2-21b 
Del triangulo de la figura se ve que la elongacion de la barra es cos y en donde 
y es el angulo de inclinacion de la barra. Por lo tanto, la fuerza de tension en la 
barra es (vease la Fig. 2.21a) 


en donde EA es la rigidez axial 

de esta fuerza axial en las direcciones horizontal y vertical tambien se mues- 


( EA 

/ -j- cos y 


y Fl a longitud de la barra. Las componente 
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tran en la figura. Estas componentes, que son rigideces de miembro, pueden 
determinarse rapidamente a partir de la geometria de la figura. 

En el caso de un desplazamiento vertical unitario o del extremo B de la 
barra (Fig. 2-21c), la fuerza axial en la barra es 


de donde los componentes en las direcciones horizontal y vertical pueden 
encontrarse rapidamente. Todas las fuerzas que actuan en este caso se pue- 
den ver en la Fig. 2-21 c. 

Si el extremo inferior A de la barra de la Fig. 2-21 a se desplaza una 
distancia unitaria hacia la derecha en tanto que el extremo superior B perma- 
nece fijo, todas las acciones mostradas en la figura tendran direcciones 
opuestas. La misma situacion ocurre a la barra mostrada en la Fig. 2 - 21 c 
si el extremo A se desplaza hacia arriba una distancia unitaria en tanto que el 
extremo B permanece fijo. Todas las formulas dadas en la Fig. 2-21 son 
apropiadas para utilizarse en el analisis de armaduras planas mediante el 
metodo de la rigidez cuando los calculos se hacen a mano. Posteriormente 
daremos un acercamiento mas sistematico para el uso de rigideces de miem- 
bro, no solo para armaduras, sino tambien para otros tipos de estructuras 
(vease el Cap. 4). 

Consideremos otra vez el calculo de las rigideces de nudo para la armadura 
fija mostrada en las Figs. 2-19d y 2-19e. La rigidez S n esta compuesta de 
contribuciones de los diferentes miembros de la armadura. For ejemplo, 
la contribucion a S„ del miembro 3 es (vease la Fig. 2-21a): 


Similarmente, la contribucion del miembro 3 a la rigidez S 21 es (vease .la 
Fig. 2-21 a) : 

EAz 

—— cos 73 sen 7 3 
L 3 

Be pueden escribir expresiones de la misma forma que a las dos anteriores pa- 
ra las cuatro barras de la armadura. Las sumas de dichas expresiones nos dan 
las rigideces S,, y S 21 . Como la barra 1 es horizontal (y t = 0) y la barra 4 
es vertical (y 4 = 90°), las expresiones para las rigideces son f u 


\Li J \ Li 


[EAz 

i. 17 cos ' t O - 


r *2-. 

a ie - 1 • 


a LA 2 . LA 3 ( s,l, ( r J- 

*S 2 1 = — — cos 72 sen 72 -f cos y„ sen 7 3 ^ -- : 

Li Lz ' u 

Siguiendo un procedimiento analogo pero utdlizando las formulas de la Fig. 
2-21c, se obtienen las rigideces S ]2 y S rj (vease la Fig. 2-19e) - . 

o LA 2 - , EAz 

S 12 = — sen 72 cos y 2 + -7- sen7 3 cos 73 
L 2 Lz 

n LA 2 EAz , LA 4 

S 22 - -—-sen 2 72 + -—sen- y 3 + 7 — 

Jj 0 JL/Z 

Las cuatro expresiones anteriores constituyen los elementos de la matriz de rigi- 
dez S. Los pasos restantes en el calculo de los desplazamientos de nudo D 
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consisten en invertir S y sustituir en la Ec. (2-24). Esta parte de la solucion 
se efectuara despues utilizando valores especificos para las cantidades EA, L, 
y y. Sin embargo, antes de proceder a esa etapa de la solucion, se obtendra 
en terminos generales la matriz de las acciones de extremo en las estruc- 

turas fijas de las Figs. 2-19d y 2-19e. 

Todas las acciones de extremo debidas a los desplazamientos unitanos 
de nudo se muestran en las Figs. 2-19d y 2-19e. Por ejemplo, la fuerza axial, 
A es la fuerza en la barra 3 debida a un valor unitario del desplazamiento 
D*™Cada fuerza de estas se obtiene refiriendose a la Fig. 2-2 la o 2-21c. La 
fuerza A MD31 , por ejemplo, esta dada por la expresion 


segun se encuentra en la Fig. 2-21 a. Si procedemos de esta xnanera, se pueden 
encontrar todas las acciones de extremo debidas a desplazamientos unitarios, 
y podemos formar la matriz A MD : 


Como mencionamos previamente, podemos incluir en el analisis otras accio- 
nes de extremo, asi como otras reacciones. Bajo tales condiciones, podemos 
utilizar las formulas apropiadas de la Fig. 2-21 para encontrar los valores 
de las varias acciones debidas a los desplazamientos unitarios. Cuando se han 
formado todas las matrices necesarias, las Ecs. (2-24) a (2-26) se utilizan 
para encontrar los efectos resultantes. 

La discusion precedente ha servido para ilustrar en terminos generales 
cuando se obtienen las diferentes matrices en un analisis de una armadura. 
Para completar la solucion de la armadura de la Fig. 2-19, es necesario suponer 
valores especificos para las cantidades que aparecen en las matrices. Por lo 
tanto, supondremos que todas las barras tienen la misma longitud L, la misma 
rigidez axial EA, y el mismo peso w por unidad de longitud. Aun mas, se 
supondra que los angulos entre las barras adyacentes son 30° de modo que 
los angulos entre las barras y la horizontal son 

Tl = 0 72 = 30° 73 = 60° 74 = 90° 

Tambien, el peso total W de la armadura es 

(JV = 4 wL^y 

Cuando se efectuan estas sustituciones, las matrices descritas arriba se sim- 
plifican a lo siguiente: r r t ^ ] 

roivL_Mr 4 , t! Za 


2 L Lx/3 4 
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Aml 


La inversa de S es 



Amd 


EA 
2 L 




§-i _ jjj 4 — V3 

ISEA _~Vs 4 

y el vector D, encontrado a partir de la Ec. (2-24), es 

D = 2L r 42*! - Vs P 2 + 2V3 wL 
\2>EA [ -V3P 1 + i p 2 -8wL _ 

En este vector podemos sustituir cualquier valor particular de las cargas 
Pj y P,,- asi como el peso w por unidad de longitud. Luego el vector A M de 
las acciones de extremo (o fuerzas de barra) puede encontrarse sustituyendo las 
matrices A ML , A ftID y B en la Ec. (2-25) y despejando. Si el peso de la arma- 
dura no esta incluido en el analisis, las matrices A DL y A ML se vuelven nulas. 

Como caso particular, supongamos que P x = 0, P„ = — P, y wL = P/10. 
Se encuentra que los vectores D y A M 

%Vs ' 

Ii= l2PL\Vz~\ P_ -61 

65EA {_ — 4 J ' M 520 -157V3 

410 

Estos resultados muestran que, bajo la carga supuesta, el nudo E se des- 
plaza hacia la derecha y hacia abajo, y todas las barras de la armadura estan 
sujetas a compresion excepto la barra 1. 

Ejemplo 4. El analisis del marco piano ABC mostrado en la Fig 2-22a 
se describe en este ejemplo. Este marco es el mismo que se analizo previa- 
mente por el metodo de la flexibilidad en el Ej. 4 del Art. 2.3. Cuando se utiliza 
el metodo de la rigidez, el primer paso es determinar el numero de desplaza- 
mientos de nudo desconocidos. En este ejemplo, el numero de incognitas 
depende de si se consideran en el analisis tanto las deform aciones por flexion 
como las debidas a carga axial. Si se incluyen los dos tipos de deformacion 
el nudo B puede transladarse asi como girar. Un analisis de esta clase se hace 
postenormente en el articulo. Sin embargo, en un marco piano normalmente 
no es necesano mcluir las deformaciones axiales. Si se desprecian, el nudo B 

f,r nS ! a j da ’ y s61 ° ejdstird un desplazamiento desconocido D 
( ase la Fig. 2-22b). Ademas de encontrar este desplazamiento de nudo, supon- 
remos arbitranamente que las siguientes acciones de extremo y reacciones 
deben encontrarse como parte de la solucidn: la fuerza axial A. n , fuerza 

U T v?a te cA u &7 m . omento A "3 en el extremo derecho del miembro AB (vease 
la fig. 2-22b) y las tres acciones reactivas A In , A R2 y en el apoyo A 
Los dos miembros del marco se suponen con la ruisma rigidez a la flexion El 
La esctructura fija (Fig. 2-22c) se obtiene evitando la rotacion del nudo B. 
.a accion A hL correspondiente al desplazamiento desconocido D y causada por 
la carga P es igual a ^ 


PL 

S 
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'M 3 n 



«Cf~ 

8 if 


X, PL 6£T 

Via 


C 

l 6 El 

1M. 


r. c 


6 FI 
2 EI f L z 
H ' 


Fig. 2-22. Ej. 4: Marco piano (efectos de flexion unicamente) 

Las acciones de extremo y las reacciones en la estructura fija debidas a la 
carga P son 

AmLI — 0 AmLI — ~ AjUL3 — — ~ 


Arli = 0 


P PL 

2 ArL3 8 


T °d as las reacciones en la estructura fija debidas a la carga P se muestran 
en la Fig 2-22c. Debe recordarse en esta etapa de los calculos que la fija- 
ci°n en el nudo B es una fijacion a la rotacion unicamente y, por lo tanto 
no ofrece ninguna restriccion contra la translacion. Por lo tanto, pueden trans-’ 
mitirse fuerzas horizontales y verticales a traves del nudo B de un miembro 
al otro. Como resultado de esto, la fuerza reactiva vertical P/2 en el extremo 
derecho del miembro AB es mantenida en el nudo C en lugar del nudo B. 


Los vectores A r 


y A RL quedan 


Adl = - l-L] 


Arl = 


En este problema el vector A D es un vector nulo que contiene un elemento 
cero debido a que no existe un par aplicado como carga en el nudo B del marco. 

La matriz de rigidez para el marco se encuentra produciendo un des- 
plazamiento unitario correspondiente a D en la estructura fija (vease la Fig. 
2-22d). De la figura se ve que la rigidez S es 
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4 El 4EI 

L + H 

Por lo tanto, la matriz de rigidez S y su inversa son 


8 AEI S 1 _ 4E7(L + jff) _ 

Las acciones del extremo y las reacciones para el marco fijo de la Fig. 2-22d 
se valuan a continuacion. Recordando nuevamente que solo existe una fija- 
cion rotacional en el nudo B, se ve que las reacciones para el marco fijo 
tienen los valores mostrados en la Fig. 2-22d. Por lo tanto, las matrices de 
acciones de extremo y reacciones son como sigue: 


6 El 

A "’ U" 


Todas las matrices anteriores se sustituyen ah ora en las Ecs. (2-24), (2-25) 
y (2-26), las que se resuelven para los vectores D, A M y A K . Los resultados son 


~ H ~ 
_L + H_ 


16 H(L + H) 


— 3L 2 

H(8L + 5 H) 
-2HL 2 


1QH{L + H ) 


3 L 2 

H(8L + 11 H) 
HL{2L + 3 H) 


En el caso especial en que H — L, estos resultados se simplifican a 



Para obtener valores numericos para estas cantidades, se utilizaran los datos 
dados previamente en el Ej. 4 del Art. 2.3. 

P = 10 k L = H = 12 pies E = 30,000 ksi I = 200 plg< A = 10 pig 2 

Cuando estos valores se sustituyen en las expresiones dadas anteriormente, 
los vectores quedan 

0.9381 [“0.938" 

D = [0.00054] Am = 4.06 A R = 5.94 

— 90.0 J [_225 

en donde D esta en radianes, y en los otros terminos se utilizan kips y pulga- 
das. Los tres elementos del vector A M tienen el mismo significado fisico que las 
acciones Q v Q 2 y Q a del Ej. 4, Art. 2.3 (compare las Figs. 2-22b y 2-6b). Por 
la tanto, los valores numericos dados antes para las acciones de extremo estan 
de acuerdo con los valores de Q,, Q 2 y Q., obtenidos en el ejemplo anterior 
para el caso en que se desprecian las deformaciones axiales. 
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Cuando se incluyen las deformaciones axiales en el analisis del marco 
piano de la Fig. 2-22a, existen en el nudo B tres grados de libertad en vez de 
solo uno. Los desplazamientos D x , D 2 y D 3 para este caso se muestran en la 
Fig. 2-23a. Tambien se muestran en la figura las acciones de extremo y las reac- 
ciones que deben determinarse. La estructura fija para este nuevo analisis se 
obtiene evitando la translacion horizontal, translacion vertical y la rotacidn en el 
nudo B (vease la Fig. 2^23b). Las acciones en esta estructura fija correspon- 
diente a los desplazamientos desconocidos y causados por la carga P se mues- 
tran en la figura como A DLX , A DL2 y A DL2 . Estas acciones son 

, P A _ __PL 

AdLI = 0 AdL2 — 2 AdLZ g 

Las acciones de extremo y las reacciones en la estructura fija debidas a la 
carga P son las mismas que las encontradas previamente. Por lo tanto, los 
vectores A DL , A ML y A RL son como sigue: 




Fig. 2-23. Ej. 4: Marco piano (efectos por flexion y carga axial) 
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IT"/"' 65 ' d V “‘ 0r 4“ eS , " Ul ° deWd0 a que no «*««“ o pares 

aplicados como cargas sobre el nudo B. ^ 

Fics^S 23c m S23d t d % rigldez para eI marco se pueden ver en las 

Figs 2-23c, 2-23d y 2-23e. Estas figuras muestxan las acciones desarrolladas 

Lentes n a < D D v D “r H desplazamientos unitarios correspon- 

dientes a D u D 2 y D 3 . Cada accion puede encontraxse a partir de las aspersio- 

d i bidaS a Un desplazamie nto unitario (veanse 
las Tigs. 2-15, 2-18 y 2^21). Por lo tanto, la matriz de rigidez es 

-BA.12BI 6EI “I 

L " r H* U ~tf2 

S= o l2EI 4 - EA g EL 

L* ^ H L* 

— 6£7 4 EI_ AEI_ 

H 2 U L + ~W_ 

Las aeciones de extremo y las reacciones para los marcos fijos de las Figs. 

C> 2-23d y 2-23e, se evaliian a continuacion, dando, por lo tanto, las ma- 
t rices A md y A rd : 


Amd= 0 UEI §& A 0 12£7 6EI 

L* L* Ard “ 0 J7 

Q 6EI n 6 EI 2 EI 

L V L J L ° X. 

J° d ^ S , Ia f ™ at ^ ce s anteriores se sustituyen ahora en las Ecs. (2-24), (2-25J y 
(2-26), de donde se despejan los vectores D, A M , A R . Para Uevar a cabo estos 
pasos, se utihzaran los valores numericos dados anteriormente. Cuando estos va- 
lores se sustituyen en los vectores A DL , A ML y A RL , quedan 


Adl — Aml = 


° i r ° 

5 Arl = 5 

■180 180 


Las unidades utilizadas en estas y en las matrices subsecuentes son kips 
pulgadas y radianes. La matriz de rigidez S y su inversa se convierten en 


2107 

0 

1736“ 

476.6 

-2.054 

-2.493" 

S - 0 

2107 

-1736 

S-i = 10~ 6 -2.054 

476.6 

2.493 

_1 736 

-1736 

333 333_ 

[_ — 2.493 

2.493 

3.026_ 


y las matrices A MD 

y Ard 

son 




“2083 

0 

0 “ 

T-2083 

0 

0 

Amd = 0 

24.11 

-1736 

Ard = 0 

-24.11 

1736 

0 

-1736 

166 667_ 

L 0 

-1736 

83 333_ 


El vector D de desplazamientos de nudo se encuentra sustituvendo en la Ec. 
(2-24) y resolviendo; el resultado es: 
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“—438.4“ 

D = 10- 6 -1934 
532.2_ 

Por lo tanto, los desplazamientos de nudo en B son 

Di — —0.000438 pig D 2 = —0.00193 pig D 3 = 0.000532 radianes 

Los signos menos para D 1 y D 2 muestran que estas translaciones son hacia la 
izquierda y hacia abajo respectivamente. 

Los vectores A M y A R se encuentran a partix de las Ecs. (2-25) y (2-26), 
como sigue: 

“—0.913"! [“0.913“ 

A m = 4.03 Ar = 5.97 

_— 87.9 J |_228 

Estos vectores dan las acciones de extremo en el extremo B del miembro AB 
y las reacciones en el apoyo A. Lo anterior esta de acuerdo con los valores 
calculados previamente para las redundantes Q v Q 2 y Q (vease ej Ej. 4 del 
Art. 2.3). 

Los resultados obtenidos anteriormente para A M y A R difieren en menos del 
3% de los obtenidos primero cuando se despreciaron las deformaciones axiales. 
Debe esperarse esta pequena diferencia en marcos pianos en donde la flexidn 
es el efecto principal. 

Ejemplo 5. La parrilla mostrada en la Fig. 2-24a esta formada por dos 
miembros (AB y BC) que estan unidos rigid amen te en el nudo B. La carga 
sobre la parrilla es una fuerza concentrada P que actua en el centra del claro 
del punto AB. Se supone que cada miembro tiene una rigidez a la flexion igual 
a EI y una rigidez a la torsion GJ. Debido a. que los apoyos en A y C son empo- 
tramientos, los unicos desplazamienos desconocidos en la estructura son los del 
nudo B. Estos son una translacion D 1 en el eje y, una rotacion D 2 respecto al 
eje x, y una rotacion D 3 respecto al eje z, segun se indica en la Fig. 2-24b. En 
la figura la direccion positiva de cada vector desplazamiento se supone que 
es la misma que la direccion positiva de uno de los ejes coordenados. Como 
en los articulos anteriores, se utiliza una ilecha con cabeza doble para distin- 
guir una rotacidn de una translacion. El numero de grados de libertad de la pa- 
rrilla es el mismo que el grado de indeterminacion estatica (vease el Ej. 5 
Art. 2.3). I! 

Cuando se anabza la parrilla por el metodo de la rigidez, se proporciona 
una fijacion artificial en el nudo B para evitar los desplazamientos correspon- 
dientes a D lt D 2 y D 3 (vease la Fig. 2-24c). Cuando las cargas actuan sobre 
esta estructura fija, se forman en la restriccion las acciones A DL (correspondien- 
tes a los desplazamientos D). Estas acciones se evaluan r&pidamente utilizan- 
do las formulas para acciones de empotramiento en vigas (vease el Apendi- 
ce B). En el caso de la carga P que actua sobre el miembro AB, las acciones son 






(c) (h) (i) 

Fig. 2-24. Ej. 5: Parrilla 


El vector A D que representa las acciones en la viga real (Fig. 2-24a) correspon- 
dientes a los desplazamientos desconocidos es un vector nulo debido a que no 
existen fuerzas concentradas o momentos en el nudo B. 

La matriz de rigidez para la parrilla se encuentra analizando la estructura 
fija para los efectos de desplazamientos desconocidos de valores unitarios. En 
el caso de un valor unitario de D Jf el nudo B se desplaza hacia arriba a una 
distancia unitaria sin girar. Luego, las acciones desarrolladas en la fijacion 
correspondiente a D v D z y D 3 son las rigideces de nudo S lt , S 21 y S 31 respecti- 
vamente. Los efectos de esta translatidn unitaria en los miembros AB y BC se 
muestran separadamente en las Figs. 2-24d y 2-24e. En la Fig. 2-24d las con- 
tribuciones del miembro AB a las rigideces de nudo se in dican con una sola 
prima, en tanto que en la Fig. 2-24e las contribuciones del miembro BC estan 
indicadas con una doble prima. De las figuras puede verse que los terminos de 
rigidez son como siguen: 


6 El 
U 



Por lo tanto, las rigideces de nudo, encontradas sumando los efectos de am- 
bos miembros, son. 
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„ 2AEI _ GEI m 

Su - L 3 Sn L2 OJl L 2 

De manera similar se pueden encontrar las rigideces resultantes de giros 
unitarios correspondientes a D 0 y D,. Las contribuciones de los miembros in- 
dividuals se ilustran en las Figs. 2-24f a 2-24i y pueden evaluarse por ins- 
pection. En el caso de un valor unitario de D, (veanse las Figs. 2-24f y 
2-24g) las contribuciones son 


Sl2 — 0 


^32= 0 


f/ b Li „// z±iz q" — n 

S[ 2 - -JJ S 22 = -Tj- ^32 - U 

Para un valor unitario de D s las contribuciones son (veanse las Figs. 2^24h 
y 2-24i) : 

QEI *, 

S s = — "77 0 23 = U 033 - r 


aS 13 = 0 $23 ““ 0 ^33 — ^ 

Sumando los terminos individuales dados arriba obtenemos las rigideces de 
nudo: 


4 El GJ 
L + L 


S 32 = o 


Sis - — 


So 3 = 0 


4 El GJ 

L + L 


Finalmente, la matriz de rigidez S puede expresarse de la forma siguiente: 


24 6 L 

6 L (4 + t i)U 
-6 L 0 


— 6L 
0 

(4 + t ])L 2 


en donde el parametro adimensional -q es 


La cantidad v es el reclproco del parametro p utilizado en resolver esta mis- 
ma parrilla mediante el metodo de la flexibilidad. La matriz inversa es 


L 

2AEIciC 2 


■ 6Lci 6 LC) 

12c 3 -36 

-36 12c 3 


en donde se utilizan los siguientes parametros adicionales : 

Ci = 4 + 77 c 2 = 1 + 77 c 3 = 5 + 2 tj 

Las cantidades ,, c,, c 2 y c, dependen unicamente en la relation de la rigi- 
dez a la torsion GJ a la rigidez a la flexion El. 

Los desplazamientos en el nudo B pueden encontrarse sustxtuyendo las 
matrices A D , A DI , y S-» en la Ec. (2-24) y despejando D. Esto da el siguiente 
resultado 
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Ti ppi — 1/(4 + 77) (5 -f 217) 

= 965/(1 + 77) (4 + n ) 6(5 + 

L -is 

de donde 

£j __ _ PL S 5 -f- 277 
1 965/ 1 + v 

2) _ PL ' 1 5 -f- 2 i) 

165/ (1 -f 17) (4 + 77) 

D = 355 2 l 

165/ (1 + j ]) (4 + v ) 


Si los miembros AB y BC son may debiles a la torsion, la parrilla puede 
considerate formada por dos miembros unidos en B mediante ana articala- 
cionqae es capaz de transmit* ana faerza vertical pero no an par. En el 
analisis de dicha parrilla mediante el metodo de la rigidez, el anico despla- 
— °> nudo que debe tratarse como ana incdgnita en el analisis es la 

Sn H T n en dire ,e C10n y- Su valor P^ede encontrarse a partir del resul- 
tado dado antes para D,, permitiendo qae v sea igaal a cero; por lo tanto: 


A 


oPL 3 
965/ 


® . - 1 ’ el de una parrilla formada por vigas qae se crazan 

nnnfn T nd0 \ POr i°' tant0 ’ Una fuerza vertical P ero momento en cada 
de esto^ 6 pantos^ tendra Un des P lazami ento de nado desconocido en cada ano 

Tamblen podemos calcalar acciones de extremo y reacciones para la pa- 
rrilla sigmendo las tecnicas generales ilastradas en los ejemplos anteriores. 
Dichos calcalos estan dados como problemas al final de este capitalo. 


2.10. Efectos de temperatura, deformaciones previas y desplaza- ' 
mien to de apoyos. Los efectos de los cambios de temperatura, defor- 
macion previa de los miembros y desplazamientos de los apoyos pue- 
den incorporate rapidamente en el analisis de una estructura resuelta 
mediante el metodo de la rigidez. Unjrpcedirniemo conveniente es 
cQri^der argue Jgdps^tos L efect o S t om an lugar epja_estructurafij a 
I-- S ^LiodasJas accio nes resultantes a las acciones pro^iddas 
,Borias_cargas. Por ejemplo, en la estructura 'fija sujeta a cargas unb 
camente es necesario calcular las acciones A DL correspondientes ■ a 
los desplazamientos desconocidos (vease la Ec. 2-23). Cuando se su- 
pone que los cambios de temperatura ocurren en la misma estructura 
ija pueden tomar lugar acciones adicionales correspondientes a los 
desplazamientos desconocidos. Estas acciones se denominaran me- 
diante el simbolo A DT , que es consistente con el simbolo A DL excepto 
que la causa es la temperatura y no las cargas. Podemos aplicar la 
misma idea a las deformaciones previas y a los desplazamientos de 
los apoyos, los que producen en la estructura fija las acciones A DP y 

nadks^n^^ITf 11 ^; Cu ^ d ° t0das eStas acciones han sido determi- 
p a la estructura fija, pueden formarse los vectores A DL , A DT , 
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Adp y A dr . Estos vectores son de orden d X 1, en donde d representa 
el numero de desplazamientos desconocidos. La suma de estos vecto- 
res contiene la suma de todas las acciones correspondientes a los 
desplazamientos desconocidos, y se denomina A DS . Por lo tanto, este 
vector es 

Ads — Adl + A D t + Adp + A D r (2-27) 


El vector A D s osta incluido en la primera de tres ecuaciones de super- 
position, en lugar de la matriz A DL sola [vease la Ec. 2-23) : 

(2-28) 

Esta ecuacion es una ecuacitiTmas^eneral del metodo de la rigidez 
y debe utilizarse en lugar de la Ec. (2-23) siempre que se. vayan a 
incluir en los calculos otros efectos que no sean las cargas. La ecua- 
cion puede resolverse para los desplazamientos de la manera siguiente : 


D = S -1 (A d - Ads) 


(2-29) 


Las tecnicas utilizadas en el calculo del vector A DS se discutiran pos- 
teriormente en este articulo. 

La presencia de los cambios de temperatura, deformaciones pre- 
vias, y desplazamientos de los apoyos afecta tambien la determina- 
tion de las acciones de extremo y reacciones de una estructura. Los 
vectores de acciones de extremo en la estructura fija debidos a estas 
causas se denominaii Amt, A mp y A M r, respectivamente, y la suma de 
todas estas acciones, incluyendo las cargas, es el vector 

A M s = A M l + Amt -r A M p + A M r (2-30) 


De manera analoga, la suma de todas las reacciones debidas a estas 
causas en la estructura fija da el vector A RS : 

Ars = Arl + Art + Arp + Arr (2-31) 

en donde las cuatro matrices del termino derecho de la ecuacion re- 
presentan reacciones debidas a cargas, cambios de temperatura, de- 
formaciones previas y desplazamientos de los apoyos, respectivamen- 
te. Las ecuaciones de superposition para las acciones de extremo y 
las reacciones quedan 

Am = Ams + AmdD (2-32) 

Ar = Ars + ArdD (2-33) 

Estas ecuaciones pueden considerarse como formulas generalizadas 
de las Ecs. (2-25 y (2-26), que se utiJizaron previamente cuando 
en la estructura solo actuaban cargas. El uso de las ecuaciones ante- 
riores se ilustra a continuation, extendiendo el ejemplo de la viga de 
dos claros dada en el Art. 2.8 (vease la Fig. 2-14). 
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Fig. 2-25. Viga continua con cambio diferencial de temperatura y desplaza- 

iniento de apoyos 

La viga que se va a analizar se puede ver en la Fig. 2-25a. Las • 
cargas no se muestran en la figura debido a que sus efectos se con- 
sideran en el ejemplo anterior. Los desplazamientos de nudo desco- 
nocidos Dx y D 2 se indican en la Fig. 2-25a mediante flechas curvas. 
Para propositos ilustrativos, consideremos primero los efectos de los 
cambios de temperatura, y supongamos que el miembro BC esta suje- 
to a un cambio diferencial de temperatura, de tal modo que el lado in- 
ferior de la viga esta a una temperatura en tanto que el lado 
superior esta a una temperatura T 2 . El miembro AB se supone per- 
manece a una temperatura constante. Cuando se supone que estos 
efectos de temperatura toman lugar en la estructura fija (vease la 
Fig. 2-25b), se desarrollan momentos en los extremos del miembro' 
Por lo tanto, una accion de fijacion A DT1 se desarrolla en el nudo B 
correspondiente al desplazamiento D„ y una accion A DT2 se desarrolla 
en el nudo C correspondiente a D 2 . Estas acciones se muestran en 
sus direcciones positivas en la figura y pueden evaluarse a partir de 
las expresiones para acciones de empotramiento debidas a cambios 
de temperatura, dadas en la Tabla B-2 del Apendice B, como sigue: 


A DTI — ~ AdT2 ~ 


aEI{T\ 


en donde a es el coeficiente de expansion termica, El es la rigidez 
a la flexion de la viga, y d es el peralte de dicha viga. El vector A DT 
puede expresarse ahora como 



Este vector puede sumarse al vector A DL obtenido en el ejemplo del 
Art. 2.8 para dar la suma A DS para usarse en la Ec. (2-28), supo- 
niendo que la viga va a ser analizada para los efectos combinados 
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de las cargas (vease la Fig. 2-14a) y la diferencia de temperaturas 
en el miembro BC. Por supuesto, los desplazamientos D calculados 
para ambos efectos juntos seran la suma de los desplazamientos ob- 
tenidos cuando las cargas y los efectos de temperatura se consideran 
separadamente. 

De modo similar pueden determinate las acciones de extremo y 
las reacciones debidas al cambio de temperatura en el miembro BC 
\ a partir de la viga fija de la Fig. 2-25b. En este ejemplo particular, 
las acciones de extremo so mceru-£n._el clar o^AB, y en el miembro B£L_ 
son las misjuias-que4as^acci Qnes de emp otramieniQ- Tambien, en este 
eTemplcTtodas las reacciones son cero ya que el cambi o diferencial^ 

de temperatura no prpduce„ninguna fuerza vertical. en.lps nudos jj 

Y C Sin embargo7"en una situation mas general exisdran valores pa- 
ralas reacciones y para las acciones de extremo, y estos dos juegos 
de valores se colocan en los vectores A RT y A MT , respectivamente. 
Luego se suman estos vectores a las cantidades correspondientes cau- 
sadas por las cargas, y el resultado se sustituye en las Ecs. (2-32) 

y (2-33). , , „ 

El procedimiento es similar para los efectos de deform acion pre- 
via y los desplazamientos de apoyo. En ambos casos se deben deter- 
minar tres vectores de acciones en la estructura fija (A DP ,^ A Mr , A Rr 
y A dr , A M r, A rr ). Todos estos vectores pueden evaluarse rapidamen- 
te cuando se conocen las acciones de empotramiento. Tales acciones 
de extremo estan dadas en las Tablas B-3 y B-4 del Apendice B. 
Supongamos que sabemos, por ejemplo, que el^poyp^__de^L_yt£a_ 
^bfreliFde ^lazami ent o hacia abajo igua l a s (vease la Fig. 2-25c). 
Esto~da como resultado las acciones A d «i y A DR2 , las que se evaluan 
del modo siguiente (vease la Tabla B-4): 

ms 6 Els n , _ 

Adri = -JT - ~JJ~ = 0 Adr 2 _ L 2 

El vector A DR se forma a partir de estas expresiones y se incluye pos- 
teriormente en el calculo de A us (vease la Ec. 2-27). De modo similar 
pueden encontrarse los vectores de las acciones de extremo y de las 
reacciones (A MR y A RR ) debidos al desplazamiento del apoyo mostra- 
do en la Fig. 2-25c. Estos vectores se incluyen en los calculos para 

A ms y A rs (veanse las Ecs. 2-30 y 2-31). 

Como un ejemplo en donde se tienen que determinar los efectos 
de una deformacion previa, consideremos el analisis de la armadura 
plana mostrada en la Fig. 2-19. Previamente esta armadura se ana- 
lizo para los efectos de las cargas que actuan en el nudo E y para 
el peso de los miembros. Supongamos ahora que uno de los miem- 
bros tal como la barra 3, se construye con una longitud U + e en 
vez de la longitud teorica L,. El efecto del incremento adicional de 
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°ngi t ud se supone que toma lugar en la armadura fija mostrada en 
a Fig. 2-19c El resultado es que las acciones A DP1 y A DP , se desarro- 
lan en el nudo E, correspondlentes a D, y D 2 , respectivamente y en 
la barra 3 se desarrolla una fuerza axial A MP3 , correspondent a la 
accicin Todas estas acciones pueden encontrarse sin ninguna 
dificultad. Por ejemplo, la fuerza axial es 


y el vector A MP se vuelve 


Amp = 


Las componentes horizontal y vertical de la fuerza axial en el miem- 
bro se utilizan para obtener las acciones en el nudo E de la arma- 
dura fija; 

a EA & . EA,e 

A DP1 = j—cos 73 A DP o —sen 73 

Por lo tanto, el vector A DP es ’ 


Los vectores A„ r y A„ P , encontrados arriba, se suman a los vectores 
7 L l * DL> « ncontr ados en el ejemplo anterior, para dar las sumas 
^ De ? pUeS Se utiUzan est °s vectores en las Ecs. (2-29) y 
(2-32) al resolver para los desplazamientos de nudo y acciones de 

vas re T'f L ° S reSuItados flnales P 3 " los efectos combinados de car- 

u g L y c Pre " a S6r4n la SUma de l0s resu ltados obtenidos 

paxa cargas y deformacion previa separadamente. 

2.11. Inversa de la matrix de rigidez. La matriz de rigidez S utili- 
zada en el metodo de analisis de rigidez se invierte durante el pro- 
ceso de solucion (vease la Ec. 2-29). La matriz inversa es, por su- 
puesto una matnz flexibilidad, pgro_ jio es la mamV. flpyi hniHo^ F 

^ ^ alizar la misma est ructi^7^di ^tTd^i^dni' 

xibihdad. Para que sean iguales, las acciones redundantes en la so- 
ucion por flexibilidad tienen que corresponder a los desplazamientos 

^p 0 r°? d r S i de ™ etodo de la ri g idez > 10 <3 ue es una condicion impo- 
sible. Esta falta de correspondencia puede mostrarse refiriendonos a 




(c) 

Fig. 2-26. Inversa de la matriz de rigidez 


la viga de dos claros utilizada como ejemplo en los articulos anterio- 
res (vease la Fig. 2-26a). En el metodo' de la rigidez los desplaza- 
mientos desconocidos de esta viga son las rotaciones en los nudos 
B y C. En el metodo de la flexibilidad las acciones redundantes pue- 
den ser reacciones de apoyos o resultantes de esfuerzos intemos, de- 
pendiendo en las selecciones hechas. Es obvio, sin embargo, que no 
existe un juego de redundantes que corresponda a los desplazamien- 
tos desconocidos de nudo. 

El significado fisico de la inversa de la matriz de rigidez S pue- 
de conocerse sin ninguna dificultad en cualquier estructura en par- 
ticular. Como la matriz S esta formada por acciones correspondien- 
tes a los desplazamientos de nudo debido a valores unitarios de estos 
desplazamientos, la matriz inversa debe estar formada por los despla- 
zamientos de nudo debidos a valores unitarios de las acciones corres- 
pondientes a los desplazamientos. Para la viga de dos claros mostrada 
en la Fig. 2-26 se muestran en las partes (b) y (c) valores unitarios 
de las acciones correspondientes a los desplazamientos de nudo. 
Cada una de las acciones unitarias es un par debido a que los- des- 
plazamientos de nudo son giros. Los giros en los nudos debidos a 
estos pares unitarios son los elementos de la matriz inversa S -1 , la 
que se denomina mediante el simbolo R. Por lo tanto, en la figura 
los giros de los nudos se denominan R 1U R 21 , R 12 y R 22 , en donde el 
primer subindice denota el desplazamiento y el segundo la carga uni- 
taria que causa dicho desplazamiento. T odos los giros se considera n 
positivos cuando tienen un sentido contrario al de las manecillas del , 
re loj. S i estas rotaciones de nudo se valuan para las vigas mostradas 
en la figura, los resultados son los siguientes: 
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p R p p R p 

Kn 7EI Ku Kil 14 El -- 7EI 

Por lo tanto, la matriz inversa R es 


Ru 

Ru 

l r 2 -r 

_Ru 

R'22_ 

~ 14 El L-l 4_ 


que es la misma que. la matriz S _1 encontrada anteriormente en el 
Art. 2.8 para la misma viga. 

La determination directa de la matriz de rigidez S, de acuerdo 
con el Art. 2.8 es, generalmente el metodo de solution preferido. 
lnvolucra un analisis de la estructura fija para valores unitarios de 
cada desplazamiento de nudo, lo que no es diflcil ya que se conocen 
los coeficientes de rigidez para cada miembro. Por otra parte, la 
determination directa de la matriz inversa R requiere un analisis de 
las vigas mostradas en las Figs. 2-26b y 2-26c. Dicho analisis puede 
desarrollarse median te el metodo de la rigidez, en cuyo caso es nece- 
sario obtener S en el modo usual. Despues se debe invertir S para 
completar el analisis y encontrar los giros en los nudos de las dos 
vigas. Por lo tanto, cualquier intento para encontrar directamente 
las rotaciones R mostradas en la figura, incluye esencialmente los 
mismos pasos que los utilizados en el procedimiento usual. 

En general, el modo de solucion mas conveniente por el metodo 
de la rigidez consiste en determinar la matriz de rigidez a partir de 
un analisis de la estructura fija, invertir esta matriz, y despues sus- 
tituir en la Ec. (2-29) para encontrar los desplazamientos des- 
conocidos. 

2.12. Resumen del metodo de la rigidez- El metodo de analisis de 
la rigidez es un metodo muy general que puede aplicarse a la solu- 
cion de cualquier tipo de estructura reticular. Los ejemplos de los 
articulos anteriores sirven para ilustrar las ideas fundamentals del 
metodo, que son las mismas sea cual fuere el grado de complejidad 
de la estructura. En el Cap. 4 se hara un desarrollo mas amplio del 
mdtodo, enfatizando en hacer los calculos tan sistematicos como sea 
posible. Tambien, en el Cap. 5 se dan descripciones de programas de 
computation para el metodo de la rigidez, y en el Cap. 6 se dan va- 
rias modificaciones al metodo. Sin embargo, las tecnicas descritas 
en este capltulo son apropiadas para calculos a mano, y se resu- 
men en este articulo para fines de referencia. 

El analisis de una estructura mediante el metodo de la rigidez 
puede describirse con los siguientes pasos: 

1 • E1 problema por resolverse debe 

estar definido claramente mediante una description de la estructura 
y de las cargas, los cambios de temperatura, deformaciones previas y 
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desplazamientos de apoyos a que este sujeta. La description de la 
estructura incluye el tipo de ella, las posiciones de los nudos, de los 
miembros y de los tipos de apoyo. Tambien es necesario enunciar 
los tipos de deformaciones que van a considerarse en el analisis, tales 
como deformaciones por flexion y por carga axial. Dependiendo en 
los tipos de deformation que van a considerarse, deben darse las ri- 
gideces apropiadas de los miembros. Por ejemplo, si se van a consi- 
derar deformaciones por flexion, la rigidez a la flexion El debe darse 
para cada miembro; si se consideran las deformaciones axiales, de- 
be darse la rigidez axial EA; y asi sucesivamente. 

2. E structura fiia. Debe determinarse el numero de desplaza- 
mientos de nudo desconocidos (o grados de libertad) en la estructura. 
Debe proportion arse un numero correspondiente de fijaciones artifi- 
ciales para producir la estructura fija, en donde todos los desplaza- 
mientos de nudo son cero. Solo es posible una estructura fija, y su 
determinacion se hace automaticamente. 

^Anal isis de la estructura ..fiia. sujeta^a^las. .car . Todas las 

cargas, excepto aquellas que corresponden a un desplazamiento de 
nudo desconocido se consideran aplicadas a la estructura fija, y las 
diversas acciones en la estructura son evaluadas. Las acciones mas 
importantes que deben determinarse son las acciones A DL que corres- 
ponden a los desplazamientos desconocidos. Otras acciones de inte- 
rns son las acciones de extremo A M l para los miembros y las reaccio- 
nes A rl en los apoyos. Todas estas acciones pueden encontrarse 
rapidamente con la ayuda de tablas de acciones de empotramiento 
(Apendice B). 

4. Analisis^ de. la. e sprue fara Si existen 

cambios de temperatura, efectos de deformation previa, o desplaza- 
mientos de apoyo que deban ser incluidos en el analisis, sus efectos 
deben evaluarse en la estructura fija. Las acciones por encontrarse 
son las que corresponden a los desplazamientos desconocidos (A DT , 
A D i>, A„n), las acciones de miembro (A, {T , A UP , A mi ), y las reacciones 
(Art, Arp, Ann). Todas estas acciones pueden encontrarse con la ayu- 
da de las tablas de acciones de empotramiento. 

- pj/i^amientos . Deben determinarse varias acciones en la estructura 
fija debid as’ a valores unitarios de los desplazamientos de nudo des- 
conocidos. Las acciones mas importantes que deben encontrarse son 
las que corresponden a los desplazamientos desconocidos (los coefi- 
cientes de rigidez S). Las otras acciones que deban valuarse son las 
acciones de extremo y las reacciones ( A MD y A B/J , respectivamente). 

p, Determination de dbes vlammient os. La ecuacion de superpo- 
sition para las acciones An correspondientes a los desplazamientos 
en la estructura real es la Ec. (2-28): 
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A d = A ds + SD (2-28) 

repetida 

En esta ecuacion el vector Ads incluye el efecto de cargas, tempera- 
tura, deformacion previa y desplazamiento de los apoyos, de la mane- 
ra siguiente: 

Ads = Adl + Adt + Adp + Adr (2-27) 

repetida 

Cuando se resuelve la Ec. (2-28) para desplazamientos, el resul- 
tado es 

D = S _1 (A d - A ds ) (2-29) 

repetida 

7. Determination de acciones de extremo y reactiones. Los vec- 
tores A m y A R para las acciones de miembro y las reacciones, respec- 
tivamente, en la estructura real se obtienen a partir de las siguientes 
ecuaciones de superposicion: 

Am = Ams + AmdD (2-32) 

repetida 

Ar = Ars -T ArdD (2-33) 

repetida 

En estas ecuaciones los vectores A MS y A RS representan acciones en 
la estructura fija debidas a todas las causas, como sigue: 

Ams = A M l + Amt + A M p + A M r (2-30) 

' repetida 

Ars = Arl Art -f- Arp + Ark (2-31) 

repetida 

Cuando se han obtenido los vectores D, A„ y A n , los anaJisis pueden 
considerarse terminados. 

Todas las matrices utilizadas en el metodo de la rigidez estan re- 
sumidas en la Tabla 2-2. 


TABLA 2-2. MATRICES UTILIZADAS EN EL METODO DE LA RIGIDEZ 


Matriz 

Orden 

Definicidn 

D 

d X 1 

Desplazamientos de nudo desconocidos (d = 


d X 1 

numero de desplazamientos). 

Ad 

Acciones en la estructura real correspondien- 

Adl 

d X 1 

tes a los desplazamientos desconocidos. 
Acciones en la estructura fija correspondien- 



tes a los desplazamientos desconocidos y 


debidos a todas las cargas, excepto aque- 
Ilas que corresponden a los desplazamien- 
tos desconocidos. 
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TABLA 2-2 ( contiv.uatidn ) 

S (o Add) d X d Acciones en la estructura fija correspondien- 

tes a los desplazamientos desconocidos y 
debidos a valores unitarios de los despla- 
zamientos (coeficientes de rigidez). 

Adt, Adp, Adr X 1 Acciones en la estructura fija correspondien- 

tes a los desplazamientos desconocidos y 
debidos a temperatura, deformacion pre- 
via y desplazamiento de los apoyos. 

Ads d X 1 A ds = A dl + A dt -f- A dp + A dr 


Am 

m X 1 

Acciones de extremo en la estructura real 
( m = numero de acciones de extremo). 

Aml 

m X 1 

Acciones de extremo en la estructura fija de- 
bidas a todas las cargas excepto aquellas 
que corresponden a los desplazamientos 
desconocidos. 

Ahd 

TO X (l 

Acciones de extremo en la estructura fija de- 
bidas a valores unitarios de los desplaza- 
mientos. 

Amt, Amp, Amr 

TO X 1 

Acciones de extremo en la estructura fija de- 
bidas a temperatura, deformacion previa 
y desplazamiento de los apoyos. 

Ams 

TO XI 

■^•MS = -^MI, + A mt + A Mp -f- A mr 


Ar 

r XT 

Reacciones en la estructura real (r = nume- 
ro de reacciones). 

Arl 

r X 1 

Reacciones en la estructura fija debidas a to- 
das las cargas excepto aquellas que co- 
rresponden a los desplazamientos desco- 
nocidos. 

Ard 

r X d 

Reacciones en la estructura fija debidas a 
valores unitarios de los desplazamientos. 

Art, Arp, Arr 

r X 1 

Reacciones en la estructura fija debidas a 
temperatura, deformacion previa y despla- 
zamiento de apoyos. 

Ars 

r X 1 

A rs A rl -(- A rt -f- A rp -j- A rr 


2.13. Comparacion de metodos. Los metodos de la flexibilidad y 
de la rigidez son muy similares en su formulacion matematica, 
y los dos necesitan el principio de superposicion para poder obtener 
las ecuaciones fundamentals . Las similitudes entre los dos acerca- 
mientos, asi como sus diferencias, se pueden ver rapidamente cuan- 
do se comparan los dos metodos simultaneamente, como en la Ta- 
bla 2-3. La tabla muestra todos los pasos principales en la solucion 
de una estructura por los dos metodos. 

En el metodo de la flexibilidad la seleccion de redundantes pue- 
de tener un efecto significativo en la cantidad de trabajo de calculo 
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necesario. Por ejemplo, en vigas continuas generalmente se seleccio- 
nan los momentos flexionantes en los apoyos como redundantes de- 
bido a que la estructura libre consiste en una serie de vigas libre- 
mente apoyadas. Esta estructura libre es facil de analizar tanto para 
los efectos de las cargas como para los efectos de los valores unita- 
rios de las redundantes. La aplicacion de un valor unitario de cada 
redundante influye unicamente en los claros adyacentes a la viga. 
Otras selecciones para las redundantes no dan esta localization ven- 
tajosa de efectos y, por el contrario, los efectos de una redundante 
unitaria pueden propagarse por toda la estructura. En el caso de es- 
tructuras que no sean vigas continuas, normalmente no es posible 
localizar los efectos cuando se utiliza el metodo de la flexibilidad. 

En el metodo de la rigidez nunca existe duda acerca de la selec- 
tion de la estructura fija, ya que solo existe una posibilidad. El ana- 
lisis de la estructura fija usualmente no es dificil debido a que todos 
los efectos estan localizados. Por ejemplo, el efecto de un desplaza- 
miento unitario en un nudo esta limitado a los miembros que llegan 
a ese nudo. 

En general, ambos metodos de analisis son utiles para calculos 
a mano. El metodo de solution preferido usualmente sera el que in- 
volucre menor cantidad de incognitas. Para programacion de calcu- 
ladoras el metodo de la rigidez, generalmente, es mucho mas apropia- 
do que el de la flexibilidad. La ventaja del metodo de la rigidez 
estriba en la determination automatica de la estructura fija y en el 
hecho de que todos los efectos estan localizados. Las ventajas de un 
metodo o del otro estan indicadas en terminos generales en la Ta- 
bla 2-4. Por supuesto, debemos comprender que ocasionalmente se 
encontraran excepciones a la regia. 

2.14. Sistemas de cargas multiples. En muchos casos sera necesa- 
rio analizar una estructura para diferentes sistemas de carga. Un 
metodo es repetir el analisis de la estructura para cada nuevo jtiego 
de cargas. En estos casos, solo aquellas matrices que dependen de 
las cargas deben ser calculadas nuevamente. En esta categoria se 
incluyen los vectores D QL , D JL , A ML y A RL en el metodo de la flexibili- 
dad, y los vectores A D , A DL , A ML y A UL en el metodo de la rigidez. 
Las matrices que dependen unicamente en las propiedades de la es- 
tructura permanecen iguales cuando se consider a un nuevo sistema 
de carga. 


TABLA 2-3. COMPARACION DE METODOS 


Metodo de la flexibilidad 

Metodo de la rigidez 

(a) Enunciado del problema 

(b) Seleccion 

de incognitas 

Redundantes Q 

Desplazamientos de nudo D 

(c) Incognitas iguales a cero 

Estructura libre 

Estructura fija 

(d) Efectos de las cargas 

Dql< DjL< A ml , Ajjl 

Ap- A D Lr A ml, Ajjl 

(e) Efectos de otras causas 

Dq, Dqt> Dq P , D qr 

Adt- A dp , A dr 

Djt» ^jp, ^ JR 

^MT' A^jp, Amp 

^RT- App, App 

(f) Sumas de todos los efectos 

Dqs = Dq L + Dqtj. +• Dq P + Dq r 

Ads = A D l + Adt + App + A D r 

D JS = Djl + D JX + Djp + Djr 

A M s = a ml + A mt + A mp + A mr 


Ars = Arl + A rt + App + App 

(g) Efectos de valores unitarios de las incognitas 

^JQ' ^MQ' A R q 

^ Amp, App 

(h) Inversion 

de matrices 

F- 1 

s- 1 

(i) Ecuaciones de superposicion 

Dq = bgg + FQ 

Ad = Aps + 5D 

0 

0 

Q = F- 1 (D 0 - Dqs) 

D = S (Ap — A DS ) 

bj = Dj S + DjgQ 

Am = ^ms + Amd^ 

= Aml + A m qQ 

^R=Arl + A r qQ 

Ar = A RS + AppD 
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TABLA 2-4. SELECCION DE METODOS 


Grados de indeterminacidn 

Metodo apropiado 

Estitica 

Cinem&tica 

A mano 

Calculadora 

Baja 

Baja 

Cualquiera 

Rigidez 

Baja 

Alta 

Flexibilidad 

Rigidez 

Alta 

Baja 

Rigidez 

Rigidez 

Alta 

Alta 

Ninguno 

Rigidez 


Estas matrices son F, D JQ , A MQ y A RQ en el mStodo de la flexibilidad, y 
S, A md y A kd en el metodo de la rigidez. Por supuesto, todas las ecua- 
ciones de superposicion deben resolverse para cada nuevo sistema de 
carga, pero esto solo involucra una suma y multiplicacion de matri- 
ces una vez que se ha determinado la matriz inversa (ya sea F" 1 o 
S- 1 ) para la estructura. Esta simplicidad es una de las ventajas de 
formular la solucion en terminos matri'ciales, 

Un metodo mas sistematico de manejar sistemas de cargas mul- 
tiples es generalizar las ecuaciones matriciales que han sido obteni- 
das previamente. Cada vector de columna en las ecuaciones de los 
metodos de la flexibilidad y de la rigidez puede cambiarse a una 
matriz rectangular que tenga una columna para cada sistema de car- 
ga. Por el contrario, las ecuaciones matriciales permanecen simboli- 
camente sin cambios. 

Como un ejemplo, consideremos la Ec. (2-29) del metodo de la 
rigidez, misma que repetimos : 

D = S -1 (Ad - A ds ) (2-29) 

repetida 

Si existen p sistemas de carga que pueden actuar sobre la estructu- 
ra, las matrices A D y A DS seran de orden dXp, en donde d es el 
numero de desplazamientos de nudo desconocidos. La primera colum- 
na de cada una de estas matrices corresponde al primer sistema de 
carga, y as! sucesivamente. Cuando el termino A D - A DS se multi- 
plica por S- 1 , que es de orden d X d, el resultado es la matriz D de 
desplazamientos de nudo. Esta matriz es tambien de orden d X p, y 
cada columna representa los desplazamientos de nudo debidos al sis- 
tema de cargas correspondiente. Se aplican comentarios similares a 
todas las ecuaciones matriciales utilizadas en los metodos de la flexi- 
bilidad y de la rigidez. 

El metodo descrito arriba para sistemas de cargas multiples pue- 
de adaptarse tambien a manejar separadamente los efectos de car- 
gas, cambios de temperatura, deformaciones previas y desplazamien- 
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tos de los apoyos. En vez de combinar estos efectos en vectores suma 
(tales como A DS y D QS ), pueden tratarse como sistemas de cargas 
multiples y manejarse como columnas separadas en las matrices. 

Tambien son posibles muchos otros metodos de organization de 
las ecuaciones matriciales. Por ejemplo, algunas ocasiones es con- 
veniente analizar la estructura para valores unitarios de todas las 
cargas posibles que puedan actuar sobrd la estructura, y luego multi- 
plicar los resultados finales (las matrices D, A M , A R ) por un vector 
de carga, formado por los valores del juego particular de cargas que 
este bajo consideracion. 

PROBLEMAS 

Los problemas del Art. 2.3 deben resolverse por el metodo de la flexibilidad 
utilizando la Ec. (2-9). En cada problema deben obtenerse las acciones redun- 
dantes a menos que se indique otra cosa. 

2.3- 1. Determine los momentos reactivos en cada extremo de la viga doble- 
mente empotrada mostrada en la Fig. 2-3a, debidos a la fuerza P y al momen- 
ta M que actuan en el centro del claro. La viga tiene una rigidez a la flexion 
constante de El y una longitud L. Seleccione los momentos reactivos como las 
acciones redundantes, y suponga que estos momentos son positivos cuando 
producen compresion en la parte inferior de la viga. Tome la primera redun- 
dante en el extremo A de la viga y la segunda en el extremo B. 

2.3- 2. Analice la viga de dos claros mostrada en la Fig. 2-2a tomando el 

momenta reactivo en el apoyo A y el momento flexionante justo a la izquierda 
del apoyo B como las redundantes Q, y Q„, respectivamente. Suponga que estos 
momentos son positivos cuando producen compresidn en la parte superior de 
la viga. Tambien, suponga que las cargas sobre la viga son P 1 = 2P, M = PL, 
■^*2 — = y rigidez a la flexion El es constante. 

2.3- 3. Analice la viga de dos claros de la Fig. 2-2a si el apoyo B se desplaza 
bacia abajo una pequena distancia s. Seleccione las redundantes de modo que 
sean las reacciones verticals en los apoyos .B y C, segun se muestra en la 
Fig. 2-2a, y omita los efectos de las cargas en. el analisis. Suponga que El es 
constante para ambos claros. 

2.3A. Encuentre las acciones redundantes- para la viga de dos claros mos- 
trada en la Fig. 2-2a utilizando la estructura libre mostrada en la Fig. 2-2b. 
Suponga que El es constante para la viga y que las cargas son P 1 = P, M = 0, 
^*2 ^3 Numere las redundantes de izquierda a derecha a lo largo 

de la viga; tambien, suponga que el par redundante es positivo en sentido 
contrario a las manecillas del reloj, y que la fuerza redundante es positiva ha- 
cia arriba. |f f 

2.3- 5. Determine los momentos flexionantes en los apoyos B y C de la viga 
continua mostrada en la figura, utilizando estas momentos como las redun- 
dantes Q x y Q,, respectivamente. Suponga que las redundantes son positivas 
cuando producen compresion en la parte superior de la viga. La viga tiene una 
rigidez a la flexion constante e igual a El. 
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Prob. 2.3-5 


2.3-6. Encuentre los momentos flexionantes en los apoyos B y C de la viga 
continua (vease figura), utilizando estos momentos como las redundantes Q x 
y Q„, respectivamente. Suponga que Qj y Q 2 son positivas cuando producen 
compresidn en la parte superior de la viga. La rigidez a la flexion de la vi- 
ga es EL 



fuerzas en los dos miembros diagonales AD y BC como las redundantes y 
Q 2 , respectivamente. Suponga que la tensidn en un miembro es positiva, y que 
no existen desplazamientos en los apoyos. Todos los miembros tienen la misma 
rigidez axial EA. 

2.3- 8. Resuelva el problema anterior utilizando la fuerza en la barra AD y 
la reaccion en D como las redundantes Q x y Q 2 , respectivamente. 

2.3- 9. Encuentre las fuerzas en las barras AE y CE de la armadura mos- 
trada en la figura tomando estas fuerzas de barra como las redundantes Q, 
y Q 2 , respectivamente. Considere que la tension en un miembro es positiva. 
La rigidez axial para los miembros verticales y horizontales es EA y para los 
miembros diagonales 2EA. 



Prob. 2.3-9 


2.3-10. Encuentre las fuerzas en las barras A3 y BC de la armadura de la 
figura, utilizando estas fuerzas como las redundantes Q, y Q.,, respectivamente. 
Suponga que la fuerza de tension es positiva. Utilice los siguientes datos nu- 
mericos en la solucidn: L = 40 pig, H = 30 pig, P, = 250 lb, P 2 = 150 lb, 
E — 12 000 000 lb/plg a y A = 1.5 pig 2 para todos los miembros. Desarrolle 
todas las operaciones utilizando unidades de pul gad as y libras. 
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Prob. 2.3-10 


2.3- 11. Analice el marco piano mostrado en la Fig. 2^6a sujeto a una carga 
uniforme de intensidad w — 0.4 k/pie que actua hacia abajo sobre el miembro 
AB. Omita la carga P en el analisis. Utilice las redundantes Q,, Q 2 y Q 3 mos- 
tradas en la Fig. 2-6b, y considere unicamente los efectos de las deformacio- 
nes por flexion. Utilice los siguientes datos numericos para los dos miembros 

r . del marco: L = H = 12 pies, E = 30 000 kips/plg 2 e I = 200 pig 4 . Desarrolle 
todas las operaciones utilizando unidades de pulgadas y kips. 

2.3- 12. Obtenga la matriz de flexibilidad F para el marco piano de la 
Fig. 2-6a, correspondiente a las redundantes mostradas en la Fig. 2-6b, consi- 

w deraiido deformaciones por flexion, carga axial y cortante. Ambos miembros 
tienen una rigidez a la flexion igual a El, rigidez axial EA, y rigidez al cortante 
GA/f (vease el Art. A.l). 

2.3- 13. Para el marco piano mostrado en la figura, encuentre la matriz de 
flexibilidad F para las condiciones siguientes: (a) considerando deformacio- 
nes por flexion unicamente y (b) considerando deformaciones por flexion, 
carga axial y cortante.. Seleccione las redundantes Qj, Q 2 y Q 3 como la fuerza 
axial, fuerza cortante, y momento flexionante, respectivamente, en el centro 
del claro del miembro BC. Tome estas cantidades como positivas cuando ten- 
gan las mismas direcciones que las acciones Q t , Q 2 y Q 3 mostradas en la Fig. 
2-6b. Suponga que todos los miembros del marco tienen rigidez a la flexion 
El, rigidez axial EA y rigidez al cortante GA/f. 


B C 



Probs. 2.3-13 y 2.3-14 


2.3-14. Obtenga la matriz de flexibilidad F para el marco piano del 
problema anterior si las redundantes Q„ Q 2 y Q :i son la fuerza horizontal 
(positiva a la derecha), fuerza vertical (positiva hacia arriba), y momento 
(positivo en contra de las manecillas del reloj), respectivamente, en el apoyo 
D. Considere unicamente los efectos de las deformaciones por flexion y su- 
ponga que cada miembro tiene una El constante. 

. 2.3-15. Encuentre las redundantes Q, y Q, para el marco piano mostrado 

en la figura, considerando unicamente deformaciones por flexion. La rigidez 
a la flexion El es igual para todos los miembros. 
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Prob. 2.3-15 


2.3-16. Encuentre las reacciones en el apoyo D del marco piano mostrado 
en la figura tomando esas reacciones como las redundantes. Suponga que 
Q, es la reaccion horizontal (positiva a la derecha), Q„ es la reaccion vertical 
(positiva hacia arriba) y Q 3 es el momenta (positivo en sentido contrario al 
de las manecillas del reloj). Considere unicamente los efectos de las defor- 
maciones por flexion en el analisis. Utilice los siguientes datos numericos: 
P = 16 k, L = 60 pies, H — 20 pies, E = 30 000 kip/plg* I para el miem- 
bro BC = 1100 pig 4 , I para los miembros AB y CD = 650 pig 4 . 



Prob. 2.3-16 


* 2-3-17. Obtenga la matriz de flexibilidad F para la parrilla mostrada en 
d Fig. 2-7a, considerando tanto deformaciones por flexion como por torsion, 
/ si las reacciones en el apoyo C se toman como las redundantes. Suponga que 
f Qi es ^ a fuerza en la direccion positiva de las y, Q., es el par positivo respecto 
I al e l'e x, y Q :i es el par positivo respecto al eje z. Las rigideces a la flexion 
y a la torsion son El y GJ, respectivamente. 

2.3-18. Calcule la reaccion redundante Q en el apoyo D para la parrilla 
horizontal mostrada en la figura. La parrilla esta construida por tres miem- 
bros (AB, BC, CD) que estan unidos rigidamente en angulos rectos y apo- 
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yados simplemente en A, B, C, y D. Cada miembro tiene una rigidez a la 
flexion El, a la torsion GJ, y longitud L. Suponga que las cargas P actuan 
en los.puntos medios de los miembros AB y BC, 

2.3-19. Determine los momentos redundantes Q x y Q 2 en el apoyo D de 
la parrilla mostrada en la figura. Los apoyos A y C son simples, y el apoyo 
en D es un empotramiento. Los miembros de la parrilla estan conectados 
rigidamente en el nudo B; tambien, los miembros AB, BC y BD tienen una 
rigidez a la flexion igual a El y a la torsion igual a GJ. La carga P actua 
en el punto medio del miembro BC. Utilice los siguientes datos numericos en 
los calculos: P = 300 lb, L = 80 pig, L, = 40 pig, E = 30 000 kip/plg^, 
G _ 12 000 kip/plg 2 , I = 28.2 pig 4 , J = 56.4 pig 4 . Exprese todos los resulta- 
dos en unidades de libras y pulgadas. 



Probs. 2.3-19 y 2.3-20 


2.3- 20. Resuelva el problema anterior para L = L 1 = 60 pig 

2.3- 21. El marco en el espacio ABCD tiene soportes articulados en A, 
C y D; por lo tanto, cada apoyo es capaz de resistir una fuerza en cualquier 

ireccion, pero no de transmitir un momenta. Los miembros estan conectados 
rigidamente en el nudo B. Cada miembro del marco es de seccion tubular 
con longitud L, rigidez a la flexion El, y rigidez axial EA. Los efectos de las 
deformaciones por flexion y por carga axial deben ser considerados. Obtenga 
en forma de literales la matriz de flexibilidad F suponiendo que las redun- 
dantes Q x Q, y Q 3 son las reacciones en D en la direccion x, en C en la direc- 
cion x y en C en la direccion z, respectivamente, como se muestra en la 
figura. 



Prob. 2.3-21 
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2.3-22.- Determine las matrices D QL y F para el marco en el espacio 
mostrado en la figura, considerando las deformaciones por torsion y por 
flexion. La carga sobre el marco es una fuerza vertical P que actua en el 
nudo B. El marco tiene un apoyo empotrado en A y uno articulado en D, y 
los miembros estan conectados rigidamente en angulos rectos en los nudos 
B y C. Las redundantes se seleccionan como las reacciones en el nudo D, 
como se muestra en la figura. Cada miembro del marco tiene rigidez a la 
flexion El y a la torsion GJ. 



Prob. 2.3-22 


* 2.4-1. Encuentre las reacciones redundantes Q a y Q 2 en el apoyo B de la 

viga empotrada mostrada en la Fig. 2-3a, suponiendo que la viga esta sujeta 
a un cambio diferencial ' de temperatura tal, que la temperatura de la parte 
superior es T 2 y la de la parte inferior es T a . El coeficiente de expansibn 
termica de la viga es a, el peralte de la viga es d, y la rigidez a la flexibn 
es El. Omita los efectos de las cargas en el analisis. 

2.4- 2. Obtenga la matriz D QT para la viga continua mostrada en la Fig. 
2-4a, suponiendo que los miembros BC y CD se calientan a una temperatura 
T 1 en la parte inferior en tanto que la superior es T 2 . Sea a el coeficiente de 
expansion termica y d el peralte de la viga. (Utilice las redundantes Q 1 y Q 2 
mostradas en la Fig. 2-4b). 

2.4- 3. Obtenga la matriz D QT para la armadura en el espacio mostrada 
en la Fig. 2-5a, suponiendo que toda la armadura ha sufrido un incremento 
de temperatura T. Utilice las redundantes Q 1 y Q 2 mostradas en la Fig. 2-5b 
y sea a el coeficiente de expansibn termica. 

‘ 2.4-4. Encuentre las reacciones redundantes Qj y Q 2 en el apoyo B de la 

viga empotrada mostrada en la Fig. 2-3a, suponiendo que la viga esta cons- 
truida inicialmente con dos barras rectas unidas rigidamente, pero ligeramente 
fuera|de alineacibn.(vease la figura). El angulo entre las dos mitades de la viga 
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es p, y la rigidez a la flexion de la viga es EL No incluya los efectos de las 
cargos en el analisis. 

2.4- 5. Obtenga la matriz D QP para la armadura plana mostrada en la 
Fig. 2-5 a suponiendo que las barras AB y CD estan construidas con longitudes 
L + e e n vez de L. Tome las redundantes Q 2 y Q 2 como se muestra en la 

\ Fig. 2-5b. 

2.4- 6. Encuentre las reacciones redundantes Q a y Q 2 en el apoyo B de 
i la viga empotrada mostrada en la Fig. 2-3a, suponiendo que el apoyo A gira 

p radianes en el sentido de las manecillas del reloj y el apoyo B se desplaza 
hacia abajo una distancia s. La rigidez a la flexibn de la viga es El. Omita 
los efectos de las cargas en el analisis. 

. 2.4-7. Obtenga la matriz D QR para la armadura plana mostrada en la 

Fig. 2-5a si el apoyo C se desplaza hacia abajo una distancia s. Utilice las 
redundantes Qj y Q 2 mostradas en la Fig. 2-5b. 

2.4- 8. Obtenga la matriz D QR para la viga continua de la Fig. 2-4a si 

j el apoyo B se desplaza hacia abajo una distancia Sj y el apoyo C se desplaza 

hacia abajo una distancia s 2 . Las redundantes Q 1 y Q 2 son las mismas que 
se muestran en la Fig. 2-4b. 

, 2.4-9. Obtenga la matriz D QS , que representa la suma de todos los efectos 

sobre la estructura libre, para el marco piano mostrado en la Fig. 2-6a si, 
ademas de la carga P, el marco tiene un aumento uniforme de temperatura 
de T, el apoyo A se desplaza hacia abajo una cantidad s, y el apoyo C gira 
en el sentido de las manecillas del reloj una cantidad [3. Los miembros del 
, marco tienen una rigidez a la flexion igual a El y un coeficiente de expansion 

termica a. Tome las redundantes Q t , Q 2 , y Q 3 segun se muestra en la Fig. 2-6b. 

Los problemas 2.5-1 a 2.5-3 debeii resolverse utilizando las Ecs. (2-14), 
(2-15), y (2-16). Suponga que las reacciones y los desplazamientos de nudo 
son positivos hacia la derecha, hacia amba y en sentido opuesto al de las 
manecillas del reloj. 

2.5- 1. Encuentre los desplazamientos de nudo y reacciones para la viga 
continua mostrada en la Fig. 2-4a, suponiendo que la intensidad w de la carga 
distribuida es tal que vjL — P. La viga tiene una rigidez a la flexion de EL 
Los cuatro desplazamientos de nudo asi como las reacciones deben numerarse 
consecutivamente de izquierda a derecha en la figura. Utilice la solucion dada 

( en el Ej 2, Art. 2.3, para las redundantes. 

• x _\ 2.5-2. Para la armadura plana mostrada en la Fig. 2-5a, obtenga los 

i desplazamientos horizontal y vertical del nudo A, las fuerzas en las barras 

j AB, AC, y BD, y las reacciones vertical y horizontal en el apoyo C. Suponga 

que no existen desplazamientos de los apoyos y considere unicamente los 
efectos de las cargas en el analisis. Suponga que todas las barras tienen una 
rigidez axial EA y que la tension en un miembro es positiva. Numere los despla- 
zamientos, fuerzas de barra, y reacciones en el orden enunciado anterior- 
mente. Utilice la solucion dada en el Ej. 3, Art. 2.3, para las redundantes. 

2.5- 3. Para el marco piano de la Fig. 2-6a, obtenga los desplazamientos 
del nudo B (translaciones en las direcciones horizontal y vertical, y giro) 
y las reacciones en el apoyo C. Considere tanto deformaciones por flexion 
como por fuerza axial en el analisis, y utilice los datos numericos del Ej. 4, 
Art. 2.3 en la solucion. 

' " Los 'problemas para el Art. 2.9 deben resolverse por el metodo de la n- 
gidez utilizando las Ecs. (2-24) a (2-26). Suponga que todas las acetones y 
los desplazamientos son positivos cuando son hacia la derecha, hacia amba 



154 


ANALISIS DE ESTRUCTURAS RETICULARES 



o en el sentido opuesto a las maneciUas del Teloj, excepto cuando se dig a 
lo contrario. 



2.9- 1. Determine las reacciones de la viga AB mostrada en la Fig. 2-13a. 
La viga soporta una carga uniforme de intensidad w y tiene una rigidez a la 
flexion constante e igual a El. Las reacciones deben tomarse en el .siguiente 
orden: (1) la fuerza en el apoyo A, (2) el momento en el apoyo A, y (3) la 
fuerza en el apoyo B. 

2.9- 2. Determine las acciones de extremo para el miembro AB de la 
viga mostrada en la Fig. 2-13a si, en vez de carga uniforme, la viga esta 
sujeta a una fuerza concentrada P, vertical y hacia abajo, aplicada en el centro 
del claro. La viga tiene una rigidez a la flexion constante e igual a El, y las 
acciones de extremo deben tomarse en el siguiente orden: (1) la fuerza 
cortante en el extremo izquierdo, (2) el momento en el extremo izquierdo, y 
(3) la fuerza cortante en el extremo derecbo. 

2 ; 9 ' 3 - Determine las reacciones de la viga AB mostrada en la figura. 
La viga tiene un empotramiento en el extremo A y un apoyo guiado en el B, 
y esta sujeta a dos fuerzas concentradas que actuan en las posiciones mos- 
tradas. Suponga que la viga tiene una rigidez a la flexion constante e igual 
a EL Las acciones deben tomarse en el orden siguiente: (1) y (2), la fuerza 
vertical y momento, respectivamente, en el apoyo A; y (3), epmomenta- en 
el apoyo B. - — —A 



Prob. 2.9-3 


2.9- 4. Analice la viga de dos claros mostrada en la Fig. 2-14a si P = P, 
M = PL, P, = 0, y P ;i = 0. Suponga que los miembros AB y BC 'tienen 
longitudes L y 1.5L,. respectivamente, y que la rigidez a la flexion El es cons- 
tante en los dos claros. Determine las acciones de extremo para los miembros 
de la manera siguiente: (1) la fuerza cortante en el extremo A del miembro 
AB, (2) el momento en el extremo A del miembro AB, (3) la fuerza cortante 
en el extremo B del miembro BC, y (4) el momento en el extremo B del 
miembro BC. Determine las reacciones de la estructura de la manera siguien- 
te. (1) y (2), las fuerzas en los apoyos B y C, respectivamente. Los despla- 
zamientos desconocidos deben numerarse de izquierda a derecha a lo largo 
de la viga. 

2.9- 5. Analice la viga ABC mostrada en la Fig. 2-17a si P t = 3P = P. 
Suponga que las longitudes de los miembros AB y BC son L y 2 L, respecti- 
vamente, y que las cargas P, y P, actuan en los centros de claro de los miem- 
bros. Tambien suponga que la rigidez a la flexion El es constante para ambos 
claros. Determine las siguientes acciones de extremo para la viga: (1) la 
fuerza cortante en el extremo izquierdo del miembro AB y (2) el momento 
en el extremo izquierdo del miembro AJ3. Determine las siguientes reaccio- 
nes: (1) la fuerza en el apoyo B y (2) el momento en el apoyo C. Los des- 
plazamientos desconocidos deben numerarse de izquierda a derecha a lo largo 
de la viga. 
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2.9-6. Analice la viga de tres claros mostrada en la figura si L l = L., = L 3 =L, 
Pj = P, P 2 = P 3 = 0, M = 0, y wL = P. La rigidez a la flexion El es cons- 
tante para todos los miembros. Determine las siguientes acciones de ex- 
tremo: (1) y (2), la fuerza cortante y momento, respectivamente, en el extre- 
mo izquierdo del miembro AB: (3) y (4), la fuerza cortante y momento, 
respectivamente, en el extremo derecho del miembro AB. Determine las siguien- 
tes reacciones: (1) y (2), las fuerzas en los apoyos B y C, respectivamente. 
Los desplazamientos desconocidos deben numerarse de izquierda a derecha 
a lo largo de la viga. 



Probs. 2.9-6 y 2.9-7 


2.9- 7. Analice la viga de tres claros del problema anterior si L x = L 3 = L, 
L, = 2L, P x = P 2 = P 3 = P, M = PL, y wL = P. La rigidez a la flexion para 
los miembros AB y CD es El y para el miembro BC es 2 El. Determine los mo- 
mentos de extremo para todos los miembros, numerando las seis acciones 
consecutivamente de izquierda a derecha. Tambien, determine reacciones como 
sigue: (1) y (2), las fuerzas en los apoyos B y C, respectivamente. Los des- 
plazamientos desconocidos deben numerarse de izquierda a derecha a lo largo 
de la viga. 

2.9- 8. Obtenga la matriz de rigidez S para la vig;a continua mostrada en la figu- 
ra, suponiendo que la viga tiene una rigidez a la, flexion constante EL Los des- 
plazamientos desconocidos deben numerarse consecutivamente de izquierda 
a derecha a lo largo de la viga. 


A B CD 



Prob. 2.9-8 


^ A*, 2 ' 9 ' 9 ' Resuelva el Problema anterior para la viga del Prob. 2.3-5. 

2.9- 10. Resuelva el Prob. 2.9-8 para una viga continua sobre apoyos sim- 
ples con cinco claros iguales. 

2.9- 11. Obtenga la matriz de rigidez S para la viga mostrada en la figura, 
suponiendo que la viga tiene una rigidez a la flexidn constante e igual a El 
Los desplazamientos desconocidos deben numerarse de izquierda a derecha a 
lo largo de la viga con las translaciones antes de las rotaciones cuando ambas 
toman lugar en el mismo nudo. 



Prob. 2.9-11 



i 
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2.9-12. Obtenga la matriz de rigidez S para la viga mostrada en la figura, 
suponiendo que la rigidez a la flexion del claxo central es el doble del de los 
claros extremos. Los desplazamientos desconocidos deben numerarse de iz- 
quierda a derecha en la figura. 



Prob. 2.9-12 

2.9-13. Obtenga la matriz de rigidez S para la viga continua de cuatro claros 
mostrada en la figura si = L 2 = L 4 = 24 pies, L 3 = 20 pies, E I t = EI 4 = 
12 000 000 k-plg 2 , y EI 2 = EI 3 = 9 000 000 k-plg 3 . Exprese el resultado en 
unidades de pulgadas y kips. Los desplazamientos desconocidos deben nume- 
rarse de izquierda a derecha a lo largo de la viga. 


A 8 C -D E 



h~ l i L *-*\ 

Prob. 2.9-13 


* 2.9-14. Encuentre las reacciones en los apoyos A y C de la viga doble- 
mente empotrada mostrada en la figura. Suponga que EI 1 = 2 El y El, = El. 
Numere las reacciones en el orden siguiente: fuerza vertical en A, momento en 
A, fuerza vertical en C y momento en C. (Procure desarrollar los calculos con- 
siderando AB y BC como miembros separados de la estructura.) 



Pr6b. 2.9-14 


2.9-15. Encuentre las fuerzas axiales en todas las barras de la armadura 
mostrada en la figura. La armadura esta sujeta a una fuerza horizontal P en el 
nudo A,. Omita los pesos de las barras en el analisis. Cada barra tiene una lon- 



Prob. 2.9-15 
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gitud L y una rigidez axial EA. Suponga que la fuerza de tension en un miem- 
bro es positiva, y utilice el sistema de numeracion de barras mostrado en 
la figura. 

Prob. 2.9-16. Calcule las fuerzas axiales en todas las barras de la arma- 
dura debidas a la fuerza P unicamente (vease la figura), suponiendo que EA 
es la misma para todas las barras. Suponga que las fuerzas de tension son 
positivas, y utilice el sistema de numerar las barras mostrado en la figura. 
(Debido a la simetria de la estructura y cargas, solo existe un solo despla- 
zamiento de nudo.) 



'• 2.9-17. Resuelva el problema anterior, si, en adicion a la fuerza P, se in- 
cluyen en el analisis los pesos de todos los miembros. Suponga que cada barra 
tiene un peso w por unidad de longitud. Calcule las fuerzas axiales en los 
extremos superiores de los miembros. 

2.9- 18. Encuentre las fuerzas axiales en todas las barras de la armadura 
del Prob 2-9-16 si existe una fuerza horizontal P que actua hacia la derecha 
en el nudo A (ademas de la fuerza hacia arriba P). Suponga que EA es igual 
para todas las barras, y considere que la tension en una barra tiene signo 
positivo. Omita los efectos de los pesos de los miembros. 

2.9- 19. Encuentre las fuerzas axiales en las barras de la armadura mos- 
trada en la figura si todas las barras tienen la misma longitud L y la misma 
rigidez axial EA. Los angulos entre las barras son 45°, y la carga P hace un an- 
gulo de 45° con la barra 5, que es horizontal. Suponga que la tension en una 
barrg es positiva. Omita los efectos de los pesos de los miembros. 



Prob. 2.9-19 


2.9-20. Calcule las reacciones horizontal y vertical en los apoyos de la 
armadura mostrada en la figura debidas a los pesos de las barras. Numere 
las seis reacciones en sentido opuesto al de las manecillas del reloj comenzando 
en el nudo A, y tome la reaccion horizontal antes de la reaccion vertical cuando 
existan las dos en un apoyo. Cada barra tiene la misma rigidez axial EA y el 
mismo peso w por longitud unitaria. 
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Prob. 2.9-20 


, 2.9-21. Construya la matriz de rigidez S para la amiadura mostrada en 

a igura. Todas las barras tienen la misma rigidez axial EA. Numere los des- 
p azamientos de nudo desconocidos en sentido opuesto al de las manecillas 
E C0 ” ienzanc ^ 0 en e l nudo B, y tome el desplazamiento horizontal an- 

tes del desplazamiento vertical cuando existan los dos en el mismo nudo. 



L 


Prob. 2.9-21 

l v-' 9 ' 2 o 2 c ° btenga la matriz de rigidez S para la armadura mostrada en 

a Fl ®‘ 5a ' ? UP “ qUC todas las barras tienen la misma rigidez axial 
umere los desplazamientos de nudo en un sentido contraxio al de las 

W? T , ’? ! r ?°, J comenzando en el nudo D, y tome el desplazamiento 

del vert ical cuando existan los dos en un mismo nudo. 

• i ' ’ 23 j ° bte ” ga Ia mat riz de rigidez S para la armadura del Prob. 2.3-9 
sx la ngidez axial para los miembros horizontal y vertical es EA y para los 
miembros diagonales es 2 EA. Numere los desplazamientos de nudo como se 
describe en el problema anterior pero comience con el nudo E. 

2.9- 24 Analice el marco piano mostrado en la Fig. 2-22a si un par M con 
el sentido de las manecillas del reloj actua en el nudo B. Omita la carga P en el 
anahsis, y considere solo las deformaciones por flexion. Determine las acciones 
de extremo y las, reacciones mostradas en la Fig. 2-22b. 

2.9- 25. Encuentre las reacciones en los nudos Ay D para el marco' piano 
mostrado en la figura, considerando solo deformaciones por flexion. Suponga 




Probs. 2.9-25 y 2.9-27 
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que todos los miembros tienen rigidez a la flexion El y que I = 1.5H. Numere 
las reacciones en el orden siguiente: primero para el nudo A y despues para 
el nudo D: fuerza horizontal, fuerza vertical, y par. 

2.9-26. Analice el marco piano mostrado en la figura considerando unica- 
mente los efectos de deformaciones por flexion. Suponga que M = 2 wL n -, 
H — L, y que los dos miembros tienen una rigidez a la flexion El. Determine 
las siguientes acciones de extremo: (1) la fuerza axial, (2) la fuerza cortante, 
y (3) el momento en el extremo B del miembro BC. Tambien determine las 
reacciones en el apoyo C, tomando la fuerza horizontal primero que la vertical. 



Prob. 2.9-26 


2.9- 27. Resuelva el Prob. 2.9-25 considerando ahora deformaciones por 
flexion y fuerza axial en el miembro BD y solamente deformaciones por flexion 
en los miembros AB y BC. Utilice los siguientes datos numericos: P = 6 k, 
L = 24 pies, H = 16 pies, E = 30 000 k/plg» I = 350 pig*, A= 16 plg2. Expre- 
se los resultados en unidades de kips y pulgadas. 

2.9- 28. Determine las reacciones en el apoyo D para el marco piano del 
Prob. 2.3-16, considerando unicamente deformacidn por flexion. Numere las 
reacciones en el orden siguiente: fuerza horizontal, fuerza vertical y momento. 
Utilice los siguientes valores numericos: P = 16 k, L = 60 pies, H = 20 pies, 
E = 30 000 k/plgs, IBC = 1 100 pig*, IAB, CD = 650 pig*. 

2.9- 29. Obtenga la matriz de rigidez S para el marco piano del Prob. 

2.3- 13, considerando (a) deformaciones por flexion unicamente y (b) deforma- 
ciones por flexion y por fuerza axial. Numere los desplazamientos desconoci- 
dos para la parte (a) de la manera siguiente: desplazamiento horizontal de 
B, rotacion de B, y rotacion de C. Para la parte (b), numere los desplazamientos 
tomando el nudo B antes del nudo C, y tomando los desplazamientos en un 
nudo en el orden siguiente: translacion horizontal, translacion vertical y rota- 
cion. Suponga que todos los miembros tienen una rigidez a la flexion El y rigi- 
dez axial EA. 

2.9- 30. Obtenga la matriz de rigidez S para el marco piano del Prob. 

2.3- 15 considerando unicamente deformaciones por flexion. Numere los des- 
plazamientos desconocidos en la misma secuencia que los nudos. 

2.9- 31. Obtenga la matriz de rigidez S para el marco piano mostrado en 
la fipira si solo se consideran deformaciones por flexion. Las rigideces por 
flexion para las columnas son EI V y para las vigas son EI 2 . Numere los des- 
plazamientos de nudo desconocidos en el orden siguiente: (1) translacion ho- 
rizontal de la viga AB, (2) translacion horizontal de la viga CD, (3) rotacion 
del nudo A, (4) rotacion de B, (5) rotacidn de C y (6) rotacion de D. 
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4 B 



Prob. 2.9-31 


2.9- 32. Encuentre las reacciones en el apoyo A para la parrilla de la Fig. 
2-24a. La carga sobre la parrilla es una fuerza concentrada P mostrada en la 
figura, y los dos miembros tienen la misma rigidez a la flexion EI y rigidez 
a la torsion GJ. Numere las reacciones en el orden siguiente : ( 1 ) fuerza en la 
direccion y, (2) momento respecto al eje x, (3) momento respecto al eje z. 
Suponga que todas las acciones y desplazamientos son positivos cuando sus 
vectores tienen las direcciones positivas de los ejes coordenados. 

2.9- 33. Encuentre las acciones de extremo en el extremo C del miembro BC 
para la parrilla de la Fig. 2-24a. La unica carga que actua sobre la parrilla es 
la fuerza concentrada P mostrada en la figura, y ambos miembros tienen rigi- 
dez a la flexion El y rigidez a la torsion GJ. Numere las acciones de extremo 
de la manera siguiente: (1) fuerza cortante en la direccion y, (2) momento 
flexionante respecto al eje x, (3) momento torsionante respecto al eje z. Utilice 
la convencion de signos descrita en el problema anterior. 

2.9- 34. Determine los desplazamientos D Jf D z y D 3 en el nudo B de la 
parrilla mostrada en la Fig. 2-24 debidos unicamente al peso de los miembros. 
Suponga que cada miembro tiene un peso w por unidad de longitud, y que las 
rigideces El y GJ son las mismas para los dos miembros. 

2.9- 35. Analice la parrilla de la Fig. 2-24a si se tiene un apoyo libre en el 
nudo B. El apoyo evita una translacion en la direccion y pero no ofrece ninguna 
resistencia contra el giro del nudo. La carga sobre la parrilla consiste en una 
fuerza P mostrada en la figura, y los dos miembros tienen la misma rigidez a 
la flexion El y rigidez a la torsion GJ. Numere los desplazamientos desconoci- 
dos en el orden siguiente: (1) rotacion respecto al eje x y (2) rotacion res- 
pecto al eje z. Determine las reacciones en el apoyo A, utilizando el sistema de 
numeracidn y convencion de signos descritos en el Prob. 2.9-32. 

2.9- 36. Obtenga la matriz de rigidez S para la parrilla del Prob. 2.3-18. 
Todos los miembros de la parrilla tienen la misma rigidez a la flexion El y 
rigidez a la torsion GJ. Numere los desplazamientos de nudo desconocidos 
en la misma secuencia que los nudos, tomando en cada nudo la rotacion 
respecto al eje x antes de la rotacion respecto al eje z. Suponga que todos 
los desplazamientos son positivos cuando sus vectores estan en las direcciones 
positivas de los ejes. 

2.9- 37. Determine la matriz de rigidez S para la parrilla del Prob. 2.3-19. 
Suponga que los miembros AB, BC y BD tienen cada uno una longitud L, rigi- 
dez a la flexion El y rigidez a la torsion GJ. Numere los desplazamientos de 
nudo desconocidos en la misma secuencia que los nudos, tomando los despla- 
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zamientos en cada nudo (cuando existen) en el siguiente orden: translacion 
en la direccion y , rotacion respecto al eje x, y rotacion respecto al eje z. Su- 
ponga que todos los desplazamientos son positivos cuando sus vectores tienen 
las direcciones positivas de los ejes. 

Al resolver los -problemas para el Art. 2.10, suponga que todas las acciones 
y desplazamientos son positivas ya sea a la derecha, hacia arriba, o en sentido 
opuesto al de las manecillas del reloj. 

2.10- 1. Encuentre las reacciones para la viga de la Fig. 2r-14a debidas a 
una diferencia de temperaturas de modo que la superficie inferior de miem- 
bro AB esta a una temperatura en tanto que la superficie superior esta a 
una temperatura TV Omita las cargas en el analisis, y suponga que los dos 
miembros tienen la misma rigidez a la flexion EI. El peralte del miembro AB 
es d y el coeficiente de expansion termica es a. Tome las reacciones en el si- 
guiente orden: fuerza vertical en A, momento en A, fuerza en B, y fuerza en C. 

2.10- 2. Encuentre las reacciones para la viga de la Fig. 2r-14a si el apoyo 
B se desplaza hacia abajo una distancia y el apoyo C se deplaza hacia abajo 
una distancia s,. Omita las cargas en el andlisis, y suponga que ambos miem- 
bros tienen una rigidez a la flexion EI. Tome las reacciones en el orden des- 

crito en el problema anterior. . 

2.10- 3. Determine las acciones de extremo y reacciones para la viga de la 
Fig. 2-16 si el miembro BC tiene inicialmente un doblez como el que se muestra 
en la figura (el angulo j3 es un angulo pequeho). Omita las cargas en el ana- 
lisis, y suponga que todos los miembros tienen la misma rigidez a la flexion 
EI. Determine las acciones de extremo y reacciones mostradas en la Fig. 2-16b. 


5 * 



viga de la Fig. 2-17b si la viga completa tiene una diferencia de temperaturas 
de modo que la superficie inferior esta a una temperatura T, y la superficie 
superior esta a T„. Omita las cargas en el analisis. Suponga que los dos miem- 
bros tienen una rigidez a la flexion EI, peralte d, y coeficiente termico a. 

2.10- 5. Resuelva el Prob 2.9-3 si el apoyo A gim en el sentido de las 
manecillas del reloj una cantidad p , en donde p es un angulo pequeno. Omita 

las cargas en el analisis. . 

2.10- 6. Determine los vectores A DS y A RS para la viga del Prob. 2.9-b si, 
ademas de las cargas, toman lugar los Siguientes efectos: el apoyo A se despla- 
za hacia abajo una distancia s, el apoyo D gira en contra de las manecillas del 
reloj un angulo p, y la viga tiene una diferencia de temperaturas (T t la tem- 
peratura en la parte inferior y T 2 en la parte superior). 

2.10- 7. Suponga que la armadura plana de la Fig. 2-19 tiene un mere- 
mento uniforme de temperatura T. Omitiendo las cargas en el analisis, en- 
cuentre las acciones de extremo mostradas en la Fig. 2-19b. El coeficiente de 
expansion termica es a, todas las barras tienen la misma rigidez axial EA y 
longitud L, y los angulos entre las barras y la horizontal son y, = 0, y 2 - 30 , 
y — 60° yy, = 90°. 

2 10-8. Resuelva el Prob. 2.9-15 si la barra 2 tiene inicialmente una lon- 
gitud L + e en lugar de L. Omita las cargas en el analisis. 
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2.10- 9. Determine los vectores A DS y A MS para la armadura del Prob. 
2.9-16 si los siguientes efectos toman lugar: apoyo C se desplaza hacia arriba 
una distancia s, y las barras 1 y 3 tienen un incremento de temperatura T. El 
coeficiente de expansion termica es a. 

2.10- 10. Determine el vector A DS para la armadura del Prob. 2.9-21, con- 
siderando los siguientes efectos : apoyo A se desplaza bacia la izquierda una 
distancia s, el miembro BC tiene una longitud inicial L -f- e en lugar de L, 
y toda la armadura tiene un incremento de temperatura de T. El coeficiente' 
de expansion termica es a. 

2.10- 11. Encuentre los vectores A DS y A MS para el marco piano de la Fig. 
2-23 si los siguientes efectos toman lugar: el miembro AB tiene un incremento 
uniforme de temperatura T, el miembro BC tiene una diferencia de temperaturas 
(T-i es la temperatura a la izquierda y T 2 la temperatura a la derecha), el apoyo 
C se desplaza hacia abajo a una distancia s Jt y el apoyo A se desplaza hacia 
abajo una distancia s 2 . Suponga que los dos miembros tienen la misma rigidez 
a la flexion El y rigidez axial EA. Tambien, suponga que H — L, el coeficiente 
de expansion termica es a y el peralte de los miembros es d. Los desplazamien- 
tos desconocidos D y las acciones de extremo A if deben tomarse como se muestra 
en la Fig. 2-23a. Omita la carga P en el analisis. 


CAPITULO 3 

METODO DE LA FLEXIBILIDAD 


3.1. Introduccion. Los principios fundamentales del metodo de la 
flexibilidad se describieron en el capitulo anterior y tambien se 
dieron varios ejemplos para ilustrar el uso de las ecuaciones ma- 
triciales. Se supuso que todos los calculos se desarrollaron por 
metodos manuales, usando las tecnicas mas apropiadas para el 
analisis particular en consideration. En este capitulo el metodo 
de la flexibilidad se. estudm mas a fondo, principa lmente c on el 
fin de incluir el calculo de los desplaz amiento s en" la formulacibn 
matricial del problema. A1 efectuar esto, los c&lculos se hacen mas 
organizados y formalizados. Aun mas, el analisis tiende a dividirse 
en dos fases distintas: (1) existe una fase de planteo que debe 
hacerla el propio analista estructural y (2) una fase matematica 
que es rutinaria en naturaleza ya que solo considera operaciones 
matriciales. Por lo tanto, la ultima fase puede ser desarrollada por 
cualquier persona que este familiarizada con el algebra matricial, 
o bien puede programarse para una calculadora. 

En general, el metodo de la flexibilidad no es tan apropiado como 
el metodo de la rigidez para la preparation de programas de calculo 
para analizar una amplia gama de estructuras. Por ejemplo, un 
programa de calculo que sea suficientemente general para manejar 
cualquier estructura plana, debe prepararse por el metodo de la 
rigidez (como se describe en los Caps. 4 y 5). Una de las razones 
por la que esto es cierto es que en el metodo de la rigidez la estruc- 
tura fija se determina de un modo definido, en tanto que en el 
metodo de la flexibilidad se pueden escoger muchas estructuras 
libres. Sin embargo, el metodo de la flexibilidad puede utilizarse con 
fines de programacion si se' trata de una clase mas limitada de 
estructuras (por ejemplo, marcos pianos de un nivel). De acuerdo 
con estas condiciones especiales, la estructura libre puede selec- 
cionarse de acuerdo con alguna regia particular y, por lo tanto, la 
solution puede programarse de un modo definido. 

Si el analisis va a desarrollarse por metodos manuales, el factor 
mas importante en decidir entre los dos metodos es el tamano de 
la matriz que se va a invertir. Hay muchas estructuras que tienen 
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menos grados de indeterminacion estatica que cinematica y, en tales 
casos, los metodos descritos en este capitulo proporcionan una solu- 
cion completa y sistematica de la estmctura. 

De la discusion del metodo de la flexibilidad en el Cap. 2 se 
deduce que el calculo de desplazamientos en la estructura libre 
es una parte importante de la solucion. Previamente, se dejo al 
lector calcular los desplazamientos por cualquier metodo conve- 
niente, tal como los descritos en el Apendice A. En este capitulo, 
sin embargo, los calculos de los desplazamientos se desarrollan sis- 
tematicamente por metodos matriciales (veanse los Arts. 3.3 a 3.7). 
Uno de los requisitos del acercamiento matricial presentado aqui 
es que la estructura este sujeta a cargas aplicadas unicamente en 
los nudos. Por lo tanto, como materia preliminar, la conversion 
de las cargas reales sobre la estructura a cargas equivalentes sobre 
los nudos se discute en el siguiente articulo. La misma conversion 
se requiere en el acercamiento formalizado al metodo de la rigidez 
dado en el Cap. 4. 

En la mayor parte de este capitulo se supone que solo se con- 
sideran los efectos de las cargas sobre la estructura. Los efectos 
de cambios de temperatura, efectos de deformacion previa y despla- 
zamientos de los apoyos se discuten en el Art. 3.10. 

3.2. Cargas de nudo equivalentes. El calculo de los desplazamien- 
tos en una estructura mediante ecuaciones matriciales derivadas 
posteriormente en este capitulo requiere que la estructura este sujeta 
a cargas que actuen unicamente en los nudos. En general, sin em- 
bargo, las cargas reales que actuan sobre una estructura no cum- 
plen con este requisito. En lugar de ello, las cargas pueden dividirse 
en dos tipos : cargas que actuan en los nudos y cargas que actuan en 
los miembros. Las cargas del ultimo tipo deben reemplazarse por 
cargas estaticamente equivalentes que actuen en los nudos, si quere- 
mos cumplir con el anterior requisito. Las cargas de nudo que se 
determinan a partir de las cargas sobre los miembros se llaman 
cargas de nudo equivalentes. Cuando estas Cargas se suman a las car- 
gas de nudo reales, las cargas totales que resultan se llaman 
cargas de nudo combinadas. Despues de hacer esto, la estructura 
puede analizarse por metodos matriciales para los efectos de las 
cargas de nudo combinadas. 

Es ventajoso en el analisis que las cargas de nudo combinadas 
se valoren de tal modo que los desplazamientos resultantes de la 
estructura sean los mismos que los desplazamientos producidos por 
las cargas reales. Este resultado puede obtenerse si las cargas equi- 
valentes se obtienen mediante el uso de acciones de empotramiento, 
tal como se demuestra en el ejemplo de la Fig. 3-1. La parte (a) de 


165 


METODO DE LA FLEXIBILIDAD 

esta figura muestra una viga ABC apoyada en los nudos A y j 8 y 
sujeta a varias cargas. Algunas de estas cargas son cargas de nudo 
reales (vease la Fig. 3-lb); en tanto que las cargas restantes actuan 
sobre los miembros (vease la Fig. 3-lc). Para efectuar la sustitu- 
cion de las cargas de miembro por cargas de nudo equivalentes, 
los nudos de la estructura se fijan contra todos los desplazamientos. 
Para la viga de la figura, este procedimiento da como resultado dos 
vigas doblemente empotradas (Fig. 3-ld). Cuando estas vigas do- 
blemente empotradas estan sujetas a las cargas de miembro, se produce 
un juego de acciones de empotramiento. Las acciones deextremo pue- 
den obtenerse mediante las formulas dadas en el Apendice B y se 
muestran en la Fig. 3-ld para las cargas particulares de este ejem- 
plo. Las mismas acciones de empotramiento tambien se muestran 
en la Fig. 3-le, donde se representan como acciones de fijacion 
para la estructura fija. Si estas acciones de fijacion se invierten en 
direction, constituyen un juego de fuerzas y pares que es estatica- 
mente equivalente a las cargas de miembro. Tales cargas de nudo 
equivalentes, al sumarse con las cargas de nudo reales (Fig. 3-lb), 



Fig. 3-1. Cargas de nudo combinadas 

producen las cargas de nudo combinadas mostradas en la Fig. 3-1 f . A 
continuation las cargas combinadas se utilizan para desarrollar el 
analisis estructural, que se describe posteriormente. 
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En general, las cargas de nudo combinadas para cualquier tipo 
de estructura pueden encontrarse por el procedimiento ilustrado en 
la Fig. 3-1. El primer paso es separar las cargas de nudo reales 
de las cargas de miembro. A continuacion se fija la estructura con- 
tra cualquier desplazamiento de nudo introduciendo las fijaciones 
de nudo apropiadas, siguiendo las mismas tecnicas descritas en el 
Cap. 2 para el metodo de la rigidez. En seguida se calculan las accio- 
nes de fijacion producidas por las cargas de miembro, utilizando 
las formulas dadas en la Tabla B-l. Estas acciones, con direccion 
opuesta, son las cargas de nudo equivalentes. Estas cargas se suman 
a las cargas de nudo reales para dar las cargas combinadas. 

Se enuncio, anteriormente, que los desplazamientos de la es- 
tructura bajo la accion de las cargas combinadas deben ser los 
mismos que los producidos por las cargas reales. Para observar que 
este requisito se satisfaga, consideremos nuevamente la viga de la 
Fig. 3-1. De un examen de la figura, se ve que la superposicion 
de las cargas combinadas (Fig. 3-lf ) y las acciones sobre la estruc- 
tura fija (Fig. 3-le) dan las cargas reales sobre la viga (Fig. 3-la). 
Se sigue, por lo tanto, que la superposicion de los desplazamientos 
dejmdo^nJ ^ yjgas de las Figs, 3-le y 3-lf, debe producir los des- 
plazamientqs_de f n udo en la viga real; pero com o todos Ins dpspla- 
z j iin ^ entos de nudo de la vi ga fij a so n cero7~^ue(Ee^cd nclmrse 
c lugL.iQg. des plazamientos de nudoenla viga sujeta a las cargas 
re.ales, _asi „como Xo^ d^_las _cgrgas_comtm^^ , son ig ualesT 

Aun mas, las reacciones de los apo yos de la estructura sujeta 
JLlas cygas combinadas _son l as mismas quTTalT T^caoneTc ^ - 
sa^asjpor l as cargas reale s. Esta conclusion tambien puede verifi- 
carse por superposicion de las acciones de las vigas de las Figs. 
3-le y 3-lf. Todas las acciones de fijacion en la viga de la Fig. 3-le 
se equilibran con las cargas de nudo equivalentes iguales y opues- 
tas que actuan sobre la viga de la Fig. 3-lf. Por lo tanto, las 
reacciones de la viga con las cargas combinadas son las mismas 
que para la viga con las cargas reales (Fig. 3-la). Esta conclusion, 
as! como a la que se llego en el parrafo anterior, se aplica a 
todos los tipos de estructuras reticulares. 

En contraste c on las conclus iones anteriores, las acciones de 
las cargas Te n udo combinadas' que actnaTT 
ggPFgJjL estructura, usualmen te no son las~mTsma^ 7 nip:iac; ‘causadas 
En !ugar de ello, las acdones^'^HFemo 
ebidas a las cargas reales deben obtenerse sumando las acciones 
de extremo de la estructura fija a las causadas por las cargas com- 
binadas. Por ejemplo, en el caso de la viga mostrada en la Fig. 3-1 
las condiciones de extremo reales (Fig. 3-la) se encuentran sobre- 
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poniendo las acciones de extremo de las vigas de las Figs. 3-le y 
3-lf. Esto ultimo se obtiene como resultado del analisis estructural, 
y lo primero se conoce a partir de los calculos de las acciones de 
empotramiento. 

Las otras cantidades de interes, en un analisis estructural des- 
arrollado por el metodo de la flexibilidad, son las acciones redun- 
dantes. El que las acciones redundantes sean o no las mismas en la 
estructura real y en la estructura con las cargas de nudo combina- 
das, depende de la situation particular. Si la accion redundante es 
una reaction para la estructura, sera la misma en los dos casos. Si 
es una accion de extremo, debe tratarse del modo descrito anterior- 
mente para las acciones de extremo. 

En el Art. 3-9 se dan ejemplos que ilustran las ideas mencio- 
nadas antes. Sin embargo, en los siguientes articulos (Arts. 3.3 a 
3.7), que tratan acerca de la determination de los desplazamientos 
de nudo, generalmente se supone que la estructura esta sujeta 
a cargas de nudo combinadas. 

. 3.3. Desplazamiento de nudos en armaduras. Las armaduras que 

se consideraran en este articulo pueden ser planas o en el espacio; 
cada armadura se supone ser estaticaomente determinada y sujeta 
a cargas que actuan unicamente en los nudos. Los metodos para 
calcular desplazamientos que se desarrollen en la siguiente dis- 
cusion se incorporaran posteriormente (vease el Art. 3.8) en el 
analisis de armaduras estaticamente indeterminadas. 


El metodo de la carga unitaria puede utilizarse conveniente- 
mente para encontrar desplazamientos de armaduras y constituye 
el metodo basico que se utilizara. La formula de la carga unitaria 
para un desplazamiento D en un nudo particular de una armadura 
es (vease la Ec. A-32, Apendice A): 


£ = L 


NvN l L 


En esta ecuacion, D representa el desplazamiento que debe calcu- 
larse; N v representa la fuerza axial en cualquier barra de la arma- 
dura debida a una carga unitaria correspondiente al desplazamiento;* 
N l representa la fuerza axial en la misma barra debida a las cargas 
que causan el desplazamiento; L es la longitud del miembro; y EA 
es la rigidez axial del miembro. El signo de suma en la ecuacion 
anterior indica que la expresion en el miembro de la derecha debe 
evaluarse para cada miembro de la estructura y los resultados su- 
marse para obtener el desplazamiento D. 

Las convenciones de signos que se utilizan en conexion con 
la Ec. (a) son las siguientes: las fuerzas axiales Nu y N L deben 
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evaluarse de acuerdo con la misma convencion de signos para cual- 
quier miembro en particular; en este libro tan to N c corrio N L se 
consider an positivas cuando el miembro. esta en tension. Tambien 
el sentido positivo para el desplazamiento D sera el mismo que el 
sentido positivo de la carga unitaria. Por lo tanto, la carga unitaria 
es una accion correspondiente al desplazamiento D. Para conve- 
niencia, se supondra que la carga unitaria y el desplazamiento D 
son positivos cuando tienen las direcciones positivas de los ejes 
coordenados utilizados como una referencia para la estructura. 

La Ec. (a) esta expresada en terminos de las fuerzas axiales 
N v y N l en los miembros, tal como mencionamos anteriormente. 
Sin embargo, para hacer que las ecuaciones que se derivan en este 
artlculo sean consistentes con las derivadas posteriormente para 
otros tipos de estructuras, es deseable escribix nuevamente la Ec. 
(a) en terminos de acciones de extremo. En el caso de un miembro 
de una armadura plana o en el espacio, solo son posibles dos accio- 
nes de extremo, a saber, las fuerzas axiales que actuan en los dos 
extremos del miembro. Para los fines del desarrollo siguiente, se 
puede utilizar cualquiera de las dos acciones de extremo. Sin em- 
bargo, es deseable por uniformidad adoptar una convencion espe- 
cifica que pueda seguirse consistentemente. 

Las convenciones que se utilizan en este capitulo se muestran 
en las Figs. 3-2a y 3-2b, las que muestran a un miembro tlpico i de 
una armadura plana y en el espacio, respectivamente. El miembro 
de la armadura plana esta localizado en el piano x-y, donde se supo 1 
ne que esta la armadura, en tanto que el miembro de la armadura en 
el espacio puede tener cualquier direccion con respecto a los ejes 
x, y, z. En cada caso, el miembro se supone que esta conectado en 
sus extremos a nudos de la armadura que se denominan como 
nudos j y k. Los ejes x, y, z de las figuras se suponen ser ejes orien- 
tados con la estructura, esto es, ejes orientados de un modo conve- 
niente para tomar a toda la estructura. Por otra parte, los ejes 
y M , z M estan asociados con el miembro en particular i bajo conside- 
racion, y se llaman ejes orientados con el miembro. Los ejes del 
miembro siempre tendran su origen en el extremo j del . miembro, 
con el eje x M considerado siempre a lo largo del eje del miembro, y 
del extremo j al extremo k. La posicion de los ejes y M y z M en el 
extremo j no son de importancia en un analisis de armadura, ya que 
todas las acciones de extremo estan en la direccion x M . Sin embargo, 
para otros tipos de estructuras los ejes y M y z M deben seleccionarse 
igual que los ejes principales de la seccion transversal del miembro. 

La accion de extremo que debe utilizarse en calculos subse- 
cuentes para armaduras es la fuerza axial en el extremo k del miem- 
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Fig. 3-2. Acciones de extremo para (a) miembro de una armadura plana 
y (b) miembro de una armadura en el espacio 


bro, denominado A M en la Fig. 3-2. Notese que a un valor positivo 
de la accion de extremo en el extremo k corresponde una fuerza de 
tension en el miembro. La accion de extremo, en el extremo j . del 
miembro, se omite en la figura, ya que no se utiliza en el analisis. 
Si la accion de extremo A M esta causada por- la carga unitaria que 
actua sobre la estructura, se denomina Amu; si esta causada por las 
cargas reales, se denomina A M l- P°r lo tanto, cuando la Ec. (a) para 
el desplazamiento D se escribe en terminos de acciones de extremo, 

queda 


D = £ 


AmuAmlL 


Mas tarde daremos un ejemplo para ilustrar el calculo de las acciones 
de extremo A U l y Amu para una armadura. 

Se puede efectuar otro cambio en la Ec. (b) introduciendo la 
nocion de flexibilidad de miembro, denominada F„. En el caso de 
un miembro cargado axialmente, la flexibibdad F M puede visualizarse 
como el desplazamiento del extremo del miembro causado por una 
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fuerza axial unitaria, como se muestra para el miembro i en la 

ig. 3-3. Por lo tanto, la flexibilidad para un miembro de arma- 
dura se define como 


suponiendo que el miembro es prismatico. Cuando la Ec. (3-1) 
se sustituye en la Ec. (b) y el orden de los terminos se cambia 
ugeramente, l a ecuacion para el desplazamiento D queda 

^ = H AmuFmAml (c) 

La ecuacion anterior para el desplazamiento en una armadura 
puede expresarse en forma matricial introduciendo tres matrices 
Una de estas es un vector columna A„„ formado por las acetones 


Fig. 3-3. Flexibilidad F M para un miembro de armadura 

column^ A 7 n deb j. das a Ia car g a unitaria, y otra es un vector 
columna A ML formado por las acciones de miembro A UL debidas 

as cargas reales. Cada uno de estos vectores columna tiene 
tantos elementos como miembros hay en la armadura. Por lo tanto 

r,r sten m “° s - * — 

Amu = {Ami- h A MU2 , . . . , A MUm ) (3_2) 

Aml = {Amli, A ML2 , . . . , A MLm } (3.3) 

bms'e C ° S * eXPreSl ° neS los 

La tercera matriz que debe introducirse es una matriz diagonal 
as flexibilidades de miembro, denominada como F M : 


Esta matriz cuadrada es de orden m X m y contiene las flexibili- 
dades d e miembro a lo largo de su diagonal principal. 

En este libro, siempre que un vector columna se escribe en ■- tx 
parentesis | j para encerrar al vector. rengldn se utiUzan 
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Para expresar la Ec. (c) en forma matricial, solo es necesario 
observar el resultado de efectuar el producto matricial A' F A , 
donde A' mu es el vector A MU mvertido. Si evaluamos este producto 
se encuentra que obtenemos la misma expresion que la obtenida 
desarrollando el miembro de la derecha de la Ec. (c), o sea, 

AmU\Fm\Aml\ + AmUiFm2AmL2 + • • • + A MUnFumA MLm 

Por lo tanto, la ecuacion matricial del desplazamiento D queda 

D — AmijFmAml (3-5) 

La Ec. (3-5) puede utilizarse para encontrar cualquier desplaza- 
miento de nudo D en una armadura plana o en el espacio. 

Las matrices Amu y A ML que aparecen en la Ec. (3-5) repre- 

sentan acciones de extremo debidas a la carga unitaria y a las 

cargas reales, respectivamente. Todas estas acciones se obtienen 

mediante analisis de equilibrio estatico de la armadura. Las ma- 
trices Amu y Aml se 11am an matrices de cambio, porque representan 
el resultado de un cambio (mediante relaciones de equilibrio esta- 
tico) de un juego de acciones a otro. 

Ejemplo 1. Como una ilustracion del uso de la Ec. (3-5) para encon- 
trar desplazamientos , consideremos la armadura plana mostrada en la Fig. 
3-4a y supongamos que el desplazamiento vertical del nudo B debe ser deter- 
minado. Este desplazamiento se considera positivo cuando tiene la direccion 
positiva del eje y. Notese que la armadura es est&ticamente determinada y 
que esta sujeta a una carga P en la direccion negativa y en el nudo D. 



(a) • |f (b) 

Fig. 3-4. Ej. 1: Desplazamientos en una armadura plana 

lodos los miembros de la armadura se consideran con la misma rig'dez 
axial EA. Los miembros estan numerados consecutivamente del 1 al 5, segun 
se muestra por los numeros encerrados en circulos; el orden en el cual se 
numeraron los miembros se escogio arbitrariamente. 

La matriz F M de flexibilidades de miembro puede construirse sin dificultad 
de la manera siguiente: 
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Las 

matrices 

de cambio A ML y A 

k MU 

deben 

obtenerse 

a continuacion. La 

primera 

de estas 

matrices esta formada 

por 

las 

acciones 

de extremo debidas 


a la carga P (vease la Fig. 3^a) y cada termino en la matriz puede encon- 
trarse rapidamente por estatica; por lo tanto, la matriz A ML es 

Aml = P{1, -V2, 1, 1,0} (e) 

La matriz de cambio A MU esta formada por las acciones de extremo debidas 
a una carga que corresponde al desplazamiento deseado D, lo que significa 
que la carga unitaria debe tomarse en la direccion positiva y en el nudo B 
(vease la Fig. 3-4b). Las acciones de extremo causadas por la carga unitaria 
tambien pueden encontrarse por estatica y los resultados son los siguientes: 

Amu = {-1, AO, -1,0} (f) 

El desplazamiento vertical D en el nudo B se encuentra sustituyendo las 
matrices A' Mu , F M , y A ML en la Ec. (3-5) y desarrollando la multiplicacion 
matricial; el resultado es 

_ p T pr 

D=-2( 1 + V 2 )-=-4.8 3 - 

El signo menos en este resultado significa que el desplazamiento tiene la 
direccidn y negativa (hacia abajo). 

Calculo de varios desplazamientos . Normalmente es necesario, 
en el metodo de la flexibilidad, calcular varios desplazamientos de 
nudo en la estructura; por lo tanto, es deseable extender las tecnicas 
ilustradas en el ejemplo anterior para incluir esta posibilidad. Todo 
lo que es necesario se reduce a generalizar la definition de la ma- 
triz de cambio A MU . En la discusion anterior, la matriz se supuso 
como formada por una columna que representa las acciones de 
miembro causadas por la carga unitaria (vease la Ec. 3-2). Si 
existen varios desplazamientos que deben calcularse, se tendra una 
carga unitaria para cada desplazamiento y un juego de acciones 
de extremo para cada carga unitaria. Cada uno de estos juegos de 
acciones de extremo puede representarse como una columna en 
la matriz A MU ; por lo tanto, A MU se vuelve una matriz rectangular 
de orden m X n, en donde m es el numero de miembros en la 
armadura y n es el numero de desplazamientos que deben calcu- 
larse. Por lo tanto, la forma general de esta matriz es: 

Amuu Amuu • • ■ Amu in 

* Amuu Amuu • - ■ Avu-in (r , r \ 

Amu = (3-0) 


A MU ml 


A MU ml 


AMUmn, 
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Cada elemento de la matriz A MU tiene dos subindices, el primero 
identifica ei miembro de la armadura y el segundo la carga unitaria. 
En otras palabras, el elemento Amuu es la fuerza en la barra iesima 
debida a la jesima carga unitaria. En general, la matriz A MU puede 
describirse como la matriz de cambio que da las acciones de extre- 
mo causadas por las cargas unitarias. 

Los diferentes desplazamientos en la armadura pueden colo- 
carse en un vector desplazamiento D, de la manera siguiente: 

D = {Di, Dt,..., D n ) (3-7) 

Cuando las matrices A MU y D quedan definidas de acuerdo con las 
Ecs. (3-6) y (3-7), la ecuacion para los desplazamientos toma 
la siguiente forma: 

D = AUFmAml (3-8) 

que puede considerarse como una forma generalizada de la Ec. (3-5). 
En la Ec. (3-8), los significados anteriores de las matrices A ML y 
F m no se alteran en ningun modo (veanse las Ecs. 3-3 y 3-4) y son 
de orden m X 1 y m X m, respectivamente. Notese, sin embargo, que 
Amu es ahora de orden m X n; A' MU es de orden n X m; y D es 
de orden n X 1. El uso de la Ec. (3-8) en el calculo de desplaza- 
miento se ilustra en el siguiente ejemplo. 

Ejemplo 2. La armadura plana mostrada en la Fig. 3-5a es la misma 
del ejemplo de la Fig. 3-4. Sin embargo, el objeto de este analisis es calcular 
las componentes horizontal y vertical de los desplazamientos de los nudos 
B y D. Estos desplazamientos se denominan D r , D 2 , D_, y D 4 (vease la Fig. 
3-5a), y sus direcciones positivas corresponden a las direcciones positivas de 
los ejes x y y mostrados en la figura. 

La matriz F M de las flexibilidades de miembro y la matriz de cambio 
A de las acciones de extremo causadas por la carga P son las mismas que 
en^el ejemplo precedente (veanse las Ecs. d y e). Sin embargo, la matriz 



Fig. 3-5. Ej. 2: Desplazamientos en una armadura plana 
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de cambio A MU debe determinate de nuevo. La primera columna de A 
represents las acciones de extreme debidas a una carga unitaria correspon- 
mente a D 1 (Fig. 3-5b), la segunda columna represents acciones de extremo 
debidas a una carga unitaria correspondiente a D, (Fig. 3-5c), y asi suce- 
sivamente, para las cargas unitarias restantes mostradas en las Figs. 3-5d v 
3-5e. Por lo tanto, la matriz A MU es como sigue: 

-i o -r 
V2 Q V2 

0 0 -1 (g) 

-1 0 -1 
0 1 0_ 



Cambiando ^ a la matriz A MU al otro lado del signo igual y despues 
sustituyendo A MU , F M , y A ML en la Ec. (3-8) tenemos el siguiente resultado 
para el vector desplazamiento B: 

1 1 f 1 

D = ^ -2(1 + V2) _ PL -4.83 
EA 0 EA 0 

_ — 3 — 2V2 J 5.83_ 

Por lo tanto, el desplazamiento horizontal del nudo B es igual a PL/E A- 
el desplazamiento vertical D, del nudo B es -4.83 PL/EA; el desplazamiento 
horizontal D 3 del nudo D es cero; y el desplazamiento vertical D 4 del nudo 
D es -5.83 PL/EA. Los signos negativos de D n y D 4 indican que estos des- 
plazamientos tienen la direccion y negativa (hacia abajo). 

Este ejemplo llustra como los desplazamientos de nudo de una arma- 
dura pueden calcularse mediante las operaciones matriciales mostradas en la 
Ec. (3.8). La ecuacion es apropiada solo cuando se considers un sistema 
bin embargo, el procedimiento puede generalizarse para incluix mas de uf 
sistema de cargas, segun se describe en la siguiente discusion. 

Varios sistemas de cargas. Cuando se va a analizar una es- 
tructura considerando varios sistemas de cargas, es necesario tener 
columnas adicionales en la matriz de cambio A ML . Cada columna 
e la matriz contiene a las acciones de miembro debidas a uno de 
los sistemas de carga. Por ejemplo, si se tienen p sistemas de car- 
ga, la matriz A ML sera de orden m X p, en donde (como antes) 
m es el numero de miembros; por lo tanto.- 



La matriz F M de las flexibilidades de miembro y la matriz de cambio 
A.„u permanecen sin cambiar (veanse las Ecs. 3-4 y 3-6). Sin em- 
bargo, la matriz de desplazamiento D tiene ahora una columna que 
corresponde a cada sistema de cargas y, por lo tanto, es de orden 
n X p: 


s 
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"Du 

Du 

Dip 

D = 

Dn 

D22 

•• D 2p 


_D„ 1 

D n 2 

Dnp~ 


Finalmente, la ecuacion para los desplazamientos tiene la misma 
forma que en las ecuaciones primeras, a saber: 

D = AmuFuAml (3-8) 

repetida 

excepto que las matrices A ML y D estan dadas ahora por las Ecs. 
(3-9) y (3-10), respectivamente. 

La Ec. (3-8) puede utilizarse para calcular cualquier numero de 
desplazamientos de nudo en cualquier armadura del espacio o pla- 
na, debidos a diferentes sistemas de csrgas. El Ej. 3 ilustra el uso 
de la ecuacion. 

Ejemplo 3. La armadura mostrada en la Fig. 3-6 es la misma armadura 
considerada en los ejemplos anteriores, excepto que esta sujeta a dos sistemas 
de cargas. El primer sistema de cargas esta. formado por la fuerza P 4 que 
actua en el nudo D (Fig. 3-6a), en tanto que el segundo sistema esta formado 
por las tres fuerzas P, que actuan en los nudos B y D (Fig. 3-6b). Los des- 
plazamiejitos que deben calcularse son los desplazamientos horizontal y ver- 
tical en los nudos B y D, como se muestra en la Fig. 3-5a. 




Fig. 3-6. Ej. 3: Armadura con dos sistemas de cargas 


Las matrices A' Mu y F M que deben sustituirse en la Ec. (3-8) son las 
mismas que las utilizadas en el Ej. 2i (veanse las Ecs. g y d). La matriz de 
cambio A MIj esta formada por las acciones de extremo causadas por los dos 
sistemas de carga: 

Pi P 2 ~ 

— \/2 P, — V 2 P 2 
Aml = Pi |0 
Pi 2Po 
0 P 2 _ 
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Cuando las tres matrices A' MU , F M y A ML se sustituyen en la Ec. (3-8), el 
resultado es 

Pi 2P, 

D = L_ -2(1 + \ / 2)P 1 -(3 + 2V2 )P 2 
EA 0 P, 

_ - (3 + 2v / 2)P 1 - (3 + 2V2 )P 2 _ 

y de este modo se han determinado los desplazamientos deseados para los 
dos sistemas de carga, 

3.4. Desplazamiento de nudo en vigas. El analisis de una viga 
continua por el metodo de la flexibilidad requiere el calculo de los 
desplazamientos de nudo en la estructura libre. Por lo tanto, en este 
artlculo se desarrollan las ecuaciones matriciales que se necesitan 
para encontrar desplazamientos de nudo en una viga estaticamente 
determinada. Por razones que se explicaron en el Art. 3.2, se supone 
que todas las cargas en la viga tienen la forma de cargas de nudo 
combinadas. 

La ecuacion basica para encontrar desplazamientos de viga es 
la ecuacion de la carga unitaria mostrada en el Apendice A (vease la 
Ec. A-33 ) : 

A f MuMl dx , x 

D = J M 

en donde D es el desplazamiento que va a calcularse, M v es el mo- 
mento flexionante en cualquier seccion transversal de la viga debida 
a una carga unitaria correspondiente al desplazamiento, M L es el 
momento flexionante debido a las cargas reales que causan el des- 
plazamiento, y El es la rigidez a la flexion de la seccion transversal 
de la viga. Debe notarse que todos los miembros de la estructura deben 
incluirse en la integracion de la Ec. (a). 

Para poner la Ec. (a) en forma matricial, es deseable expresar 
el desplazamiento D como la suma de terminos separados que egtan 
valuados para cada miembro de la estructura. Por lo tanto, la Ec. 
(a) puede escribirse nuevamente en la forma mas expllcita 

D = E / MmMmIx (b) 

en donde el signo de suma se utiliza para indicar que la integral 
se suma para todos los miembros de la estructura a fin de obtener el 
desplazamiento. Para cualquier miembro en particular es necesario 
evaluar tanto a M r como a M L , de acuerdo con la misma conven- 
cion de signos que la del momento flexionante. 
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Consideremos ahora la evaluacion de la integral de la Ec. (b) 
para un miembro tipico i de una viga (vease la. Fig. 3-7). Los nudos 
en los extremos izquierdo y derecho se denominan nudos j y k, 
respectivamente. Los ejes orientados con el miembro tienen su 
origen en el extremo j , y el eje x M esta dirigido del extremo j al k. 
El eje y M esta escogido de modo que el piano x M -y M quede en el piano 
de flexion de la viga. El miembro esta sujeto a fuerzas y pares uni- 



Fig. 3-7. Acciones de extremo para un miembro de una viga 


camente en sus extremos, ya que todas las fuerzas actuan en 
los nudos. En el extremo k del miembro las acciones de extremo 
seran una fuerza cortante A m (positiva en el sentido y M ) y un mo- 
mento flexionante A M2 (positivo en el sentido z M ). Tambien puede 
existir una fuerza axial en el miembro, pero esta se omite cuan- 
do solo se toman en consideracion los efectos de las deformaciones 
por flexion. Las acciones de extremo causadas por las car- 
gas se denominaran A ULX y A ML2 para la fuerza cortante y el mo- 
mento flexionante, respectivamente, y las acciones de extremo de- 
bidas a la carga unitaria se denominaran A mn y A MU2 . 

Los momentos M v y M L (vease la Ec. b), en cualquier seccion 
de un miembro pueden expresarse rapidamente en terminos de 
las acciones de extremo. Tomando una distancia coordenada x a 
partir del extremo izquierdo del miembro (vease la Fig. 3-7) y 
suponiendo tambien que la compresion en la parte superior de la 
viga representa un momento flexionante positivo, las ecuaciones 
para M v y M L quedan 

Mu — Amu\(L — x) + Amu'l 

Ml = Amli(L — x) + Amli 

en donde L es la longitud de la viga. Estas expresiones para M v 
y Ml pueden sustituirse en la integral de la Ec. (b). Luego, cuando 
la integral se determina entre los limites 0 y L, y si suponemos 
que El es constante, la expresion resultante puede escribirse en 
la forma 


Mr;M L dx 
El 
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La expresion que aparece en el miembro de la derecha de la 

Ec. (c) puede escribirse en forma matricial. Para hacer esto, se 

introducen dos vectores de acciones de extremo para el miembro i : 

Amci = Amc*} (3-11) 

Am Li = {Amli, Aml*} (3-12) 

El primero de estos vectores contiene a la fuerza cortante A UU i y al 
momento flexionante A MU2 en el extremo k del miembro i debidos a 
la carga unitaria; similarmente, el segundo vector contiene las 
acciones de extremo debidas a las cargas de nudo. Finalmente, 
se define una matriz de flexibilidad de miembro F M .j : 


Fmj = 


Fm\ 1 F Mil 


F Mil F Jl/22 


' L 3 U_ 
3 El 2EI 

JJ_ L_ 

2 El El 


Los elementos de esta matriz de flexibilidad de miembro pueden 
visualizarse como los desplazamientos en una viga en voladizo cau- 
sados por valores unitarios de las acciones de miembro (veanse 
las Figs. 3-8b y 3-8c). La ecuacion (c) puede expresarse ahora en 
forma matricial del modo siguiente: 


MvMl dx 


— A^UiF M j'AftXLi 


La validez de esta expresion puede comprobarse rapidamente des- 
arrollando las multiplicaciones matriciales indicadas. 


^^3 1 -i 


Fig. 3-8. Flexibilidades para un miembro de una viga 


Debemos sumar ahora expresiones de la forma dada en la Ec. (d) 
para todos los miembros de la estructura para poder obtener el 


179 


METODO DE LA FLEXIBILIDAD 


desplazamiento D (vease la Ec. b). Por lo tanto, el desplazamiento 
D esta dado por la siguiente ecuacion: 

- 0 = E (AmUjFm Am Li) = AmuiFmiAmu + AmU2F M2 Am L2 

H~ ■ ’ ■ 4* i-MUmFj[ m Aj(Lm (e) 
Esta suma tambien puede expresarse en forma matricial. Para 
hacer esto necesitamos la introduction de matrices de cambio de 
acciones de extremo para todos los miembros, asi como una matriz 
de flexibilidades para todos los miembros. Las matrices de accio- 
nes de extremo son 

Amu = {Amui, Amu 2 , • • , Amu™} (3-14) 

AmL = {AmLI, AmL2, • ■ A M Lm} (3-15) 

Cada una de estas matrices es de orden 2m X 1 y esta formada 
por submatrices que contienen las acciones de extremo para los 
miembros individuales. En el caso de la matriz A MU las acciones de 
extremo son debidas a la carga unitaria en la estructura, en tanto 
que en el caso de A M l son debidas a las cargas de nudo. 

La matriz F M de las flexibilidades de miembro se forma colo- 
cando las matrices de flexibilidad individuales (vease la Ec. 3-13) 
en la diagonal principal: 


Fmi O 
O F M2 


O 

O 


(3-16) 


.0 O 


Por lo tanto, la matriz F m es de orden 2m X 2m, ya que esta for- 
mada por submatrices de orden 2 X2. Una vez que se han defi- 
nido las matrices de cambio A MU y A ML (Ecs. 3-14 y 3-15) y la 
matriz F M de flexibilidades de miembro (Ec. 3-16), es posible 
escribir la Ec. (e) en la forma de la Ec. (3-5) : 

D — AmuFmAml (3-5) 

repetida 

Por lo tanto, esta ecuacion puede utilizarse para calcular un des- 
plazamiento de viga asi como un desplazamiento de armadura, 
siempre que las matrices en el miembro de la derecha de la ecua- 
cion esten formuladas de modo adecuado. 

Cuando se utiliza la Ec. (3-5) para calcular un desplazamiento 
en una viga, el procedimiento es comenzar obteniendo las matrices 
de flexibilidad para cada miembro (vease la Ec. 3-13). Estas ma- 
trices pueden colocarse en la diagonal principal de la matriz F M 
(Ec. .3-16). A continuacion, se calculan por estatica las acciones 
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de extremo en los extremes k de todos los mlembros debidas a la 
carga unitaria y a las cargas reales. Estas acciones de extremo 
se acomodan en submatrices, tales como A M m y A M l« (Ecs. 3-11 y 
3-12), y luego en las matrices de cambio A MC y A ML (Ecs. 3-14 
y 3-15). Finalmente, la ejecucion de las operaciones matriciales 
indicadas en la Ec. (3-5) nos da el valor del desplazamientO' D. 
Estas etapas son analogas a las desarrolladas previamente cuando 
se encontraron los desplazamientos de armaduras. Daremos a con- 
tinuation un ejemplo del uso de la Ec. (3-5) para encontrar des- 
plazamientos de viga. 

Ejemplo 1. La viga mostrada en la Fig. 3-9a esta sujeta a un par M 
que actua en el nudo jB y a una fuerza concentrada P que actua en el nudo 
C. Los miembros AB y BC tienen longitudes L y LI 2, respectivamente, y los 
dos miembros tienen la misma rigidez a la flexion EI. El desplazamientO 
vertical del nudo C (positivo en la direccion positiva del eje y) debe cal- 
culate. 

Con los miembros AB y BC, llamados miembros 1 y 2, respectivamente, 
las matrices de flexibilidad de miembro F Ml y F M2 son como sigue: 


L 3 U_ 
ZEI 2 EI 

L 2 L_ 
2EI EI 


I? U ' 
24 EI 8EI 

L 2 L 
8 EI 2EI 


A continuation, la matriz F M se forma como se indico en la Ec. (3-lfr): 


“8 L 2 12L 0 O' 

L 12 L 24 0 0 

24.EI 0 0 L 2 3L 

0 0 3L 12 


Con las cargas M y P (Fig. 3-9a), actuando sobre la viga, los vectores 
de acciones de extremo pueden calculate por estatica. Los vectores se deno- 
minan A ML1 y A ML2 para los miembros 1 y 2, respectivamente, y son: 


Amli = 


M E 
L + 2 


_ 0 _ 


El primer elemento en cada uno de estos vectores representa la fuerza cor- 
tante en el extremo de la derecha del miembro; y el segundo, al momento 
flexionante. Las direcciones positivas de estas cantidades son las mostradas 
en la Fig. 3-7. Las matrices A MU , y A M ,,„ se encuentran del mismo modo, 
excepto que la fuerza cortante y el momento flexionante estan causados 
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(a) (b) 

Fig. 3-9. Ej. 1: Desplazamientos en una viga 


por la carga unitaria correspondiente al desplazamientO deseado (vease la 
Fig. 3-9b) : 



Finalmente, las matrices de cambio A ML y A MU se arreglan utilizando las matri- 
ces de extremo como submatrices : 



Amu — {“ 2 ’ | lj °} 

El ultimo paso en el.calculo del desplazamientO D es sustituir los vectores 
A ml y A' mu en la Ec. (3-5) y desarrollar las multiplicaciones matriciales. Cuan- 
do se ha hecho esto, el resultado es 

ML 2 _ EI? 

° ~ GEI 8 EI 


Por lo tanto, el desplazamientO vertical en el nudo C ha sido determinado. 

Determination de varios desplazamientos. Si se desea calcular 
vanos desplazamientos en la estructura, debe usarse una forma gene- 
ralizada de la matriz dada por la Ec. (3-5). En la nueva ecuacion 
la matriz de cambio A ML de acciones de extremo no debe ser cam- 
biada, ni tampoco la matriz F„ de flexibilidades de miembro. Sin em- 
bargo, unas columnas adicionales deben ser anadidas a la matriz 
Amu- Habra una columna de submatrices de acciones de extremo de 
miembro para cada carga unitaria que debe ser considerada. Si hay 
n desplazamientos de nudo por ser calculados, habra n columnas de 
submatrices en la matriz A MU , segun se muestra: 

AmUII AmU 12 • • • AjlUln 

1 AmU21 AmU22 ' ' ' AmU2h 

Amu = _ _ _ _ _ _ _ _ 

_AjnUml A]viUm2 * ’ ’ AmUjuji 
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La primer a columna de esta matriz contiene submatrices de >ac- 
ciones de extremo de miembro debidas a la primera caxga unitaria, 
la segunda columna contiene acciones de extremo debidas a la segunda 
carga unitaria, y asl, sucesivamente, para las n cargas unitarias 
correspondientes a los n desplazamientos por ser calculados. En gene- 
ral, la submatriz A MVij representa las acciones de extremo para el 
miembro iesimo debidas a una carga unitaria correspondiente al des- 
plazamiento jesimo. Como cada submatriz es del orden de 2 X 1, el 
orden de la matriz de cambio A MU es 2m X n. 

Los n desplazamientos de nudo que han sido calculados se repre- 
sen tan D u D 2 , ... D„, y son los elementos de un vector desplaza- 
miento D que tiene la forma mostrada en la Ec. (3-7). Este vector 
desplazamiento esta dado por la ecuacion matricial (3-8): 

D = AmuFmAml (3-8) 

repetida 

en la que la matriz A MU esta ahora definida por la Ec. (3-17). Los 
tamanos de estas matrices en esta ecuacion son como sigue: D que 
es del orden n X 1, A' mu que es del orden n X 2m; F M que es del 
orden 2m X 2m, y A ML que es del orden 2m X 1. 

Un ejemplo ilustrativo del calculo de varios desplazamientos se 
dara mas adelante. 

Sistemas de varias cargas. Si los desplazamientos en una estruc- 
tura van a determinarse para mas de un sistema de carga, es neqe- 
sario tener columnas adicionales en la matriz A ML . La primera co- 
lumna de Ami, contiene acciones de extremo de miembro debidas al 
primer sistema de carga; la segunda columna contiene acciones de 
extremo de miembro debidas al segundo sistema de carga, y asi, suce- 
sivamente, paramuchos sistemas de carga segun sea necesario. Si hay 
P sistemas de carga, la matriz A ML sera como sigue: 



La matriz D de desplazamientos tendra tambien columnas adicio- 
nales, una de las cuales corresponde a cada sistema de carga (vease 
la Ec. 3-10). 

Por lo tanto, si hay varios sistemas de carga asi como tambien 
varios desplazamientos por ser encontrados, la ecuacion matricial 
para los desplazamientos tiene la misma forma que la Ec. (3-8), pero 
las matrices A MU , F M y A ML tienen las formas dadas por las Ecs. 
(3-17), (3-16) y (3-18), respectivamente. 
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El siguiente ejemplo ilustra el uso de la Ec. (3-8) para detenninar 
los desplazamientos de vigas. 

Ejemplo 2. La Fig. 3-10a muestra la viga del Ej. 1, y la Fig. 3-10b 
muestra la misma viga sujeta a un segundo sistema de cargas. Supongamos 
que todos los desplazamientos de los nudos de la viga han de ser deter- 
minados para ambos sistemas de carga. Los desplazamientos de nudo estan 
indicados en la Fig. 3-10c con translaciones positivas en la direccion positiva 
del eje y, asi como giros positivos en la direccion positiva del eje z. 

En este ejemplo la matriz de cambio A Ml tiene dos columnas, una para 
cada sistema de carga. Por ejemplo, bajo el primer sistema de carga (Fig. 
3-10a); las acciones de extremo para los miembros 1 y 2 estan dadas por 
los siguientes vectores: 



Similarmente, las acciones de extremo para el segundo sistema de carga 
(Fig. 3-1 Ob) son: 



Fig. 3-10. Ej. 2: Viga con dos sistemas de carga 
Asl pues, la matriz de cambio A ML se convierte en 
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Las cuatro cargas unitarias que corresponden a los cuatro desplaza- 
mientos que han de ser calculados se muestran en las Figs. 3-10d, 3-10e, 
3-10f y 3-10g. La matriz de cambio A Mu esta formada de varias submatrices 
que representan las acciones de extremo debidas a las cargas unitarias. Por 
ejemplo, las acciones de extremo para los miembros 1 y 2, respectivamente, 
debidas a la primer carga unitaria, son 

L Amuii = 

o 

Estas submatrices constituyen la primera columna de la matriz A MU (vease 
la Ec. 3-17). Las submatrices para la segunda columna de A MU se obtienen 
por determinacion de las acciones de extremo de la viga de la Fig. 3-10e: 



Similarmente, las submatrices para la tercera y cuarta columnas de A Mu 
se obtienen de las Figs. 3-10f y 3-1 Og, respectivamente. Cuando todas las 
submatrices han sido calculadas, se utilizan para formar la matriz de cambio 
de acciones de extremo: 



La matriz F M de flexibilidades de miembro es la misma del Ej. 1, el 
cual trata de la misma viga. 

El paso que resta para la solucion consiste en sustituir A' MU , F M y A Mlj 
en la Ec. (3-8), lo que da como resultado a la matriz D: 

D n D a l V-AM + 2 PL -24 M + 2 PL~ 

Dti D n = _L_ 8 M - APL 2AM - APL 

D n D 32 24 El AML - 3 PL 2 12 ML - 3 PL 2 

D n D 4 J L 8Af - 7 PL 2AM - 7PL_ 

Asi pues, los cuatro desplazamientos de nudo debidos a cada uno de los 
dos sistemas de carga han sido calculados por medio de una ecuacion 
matricial. 

Efectos de deformaciones por cortante. Si se desea, los efectos 
de deformaciones por cortante pueden ser, por lo pronto, incluidos 
en la determinacion de los desplazamientos de la viga. Todo lo que 
se requiere es incorporar efectos por cortante en la determinacion 
de la matriz de flexibilidad de miembro F Mi (Ec. 3-13). El unico 
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elemento en esta matriz que es afectado es F mi (vease la Fig. 
3-8b), que se convierte en 


3 El ^ GA 


en la que GA/f es la rigidez al cortante para la viga (vease el 
Art. A.l, Apendice A). Una vez hecho este cambio en la matriz 


F Mi , todos los calculos restantes seguiran como previamente se des- 
cribio. Los desplazamientos resultantes incluiran los efectos de 
deformaciones por flexion y cortante. 

3.5. Desplazamientos de nudos en marcos pianos. Un miembro ti- 
pico z de un marco piano se muestra en la Fig. 3-11. Los nudos 
en los extremos del miembro son 11am ados nudos j y k, y los ejes 
de miembro x M , y u y z M tienen su origen en el extremo j. El piano 
x tryii se supone debe ser el piano de flexion del miembro. Normal- 


mente, los efectos de deformacion por carga axial en el piano del 
marco son despreciables en comparacion con los efectos de defor- 
maciones por flexion. Como resultado, las unicas acciones de extre- 
mo que deben ser consideradas en el extremo k son la fuerza cor- 
tante Am y el momento flexionante A M2 que se muestran en la 
Fig. 3-11. Si las deformaciones por carga axial van a ser incluidas 
en el analisis, una tercera accion de extremo (la fuerza axial) 
tambien debe tomarse en cuenta, como se describira mas ade- 
lante. 

Las acciones de extremo, mostradas en la Fig. 3-11 para un 
miembro de marco piano, son las mismas descritas en el artlculo 



Fig. 3-11. Acciones de extremo para un miembro de un marco piano 


anterior para una viga (vease la Fig. 3-7). Por lo tanto, la matriz 
de flexibilidad de miembro para un miembro de marco piano (cuando 
las deformaciones por carga axial se desprecian) en la misma que 
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la de una viga (vease la Ec. 3-13). Ademas, sabemos que todas las 
ecuaciones matriciales dadas en el articulo anterior pueden ser usa- 
das para determinax los desplazamientos de marcos pianos. El si- 
guiente ejemplo muestra el procedimiento. 

Ejemplo 1. El marco isostatico mostrado en la Fig. 3-12a soporta cargas 
en los nudos B y C. Los xniembros del marco estan numerados, segun se 
muestra en la figura, y ambos tienen la misma rigidez a la flexion EI. El des- 
plazamiento D x del nudo C en la direction del eje x sera determinado (vease 
la Fig. 3-12b, que muestra la carga unitaria correspondiente a D x ). 

Los nudos j y k deben ser especificados de manera que las posiciones de 
sus ejes y acciones de extremo puedan establecerse de acuerdo con la conven- 
tion mostrada en la Fig. 3-11. En este ejemplo se supone que los nudos j y k 
del miembro 1 son A y B, respectivamente, y del miembro 2 son B y C, 
respectivamente. 

Las matrices de flexibilidad de miembro pueden ser encontradas facil- 
mente (vease la Ec. 3-13): 



despues de la cual la matriz F M puede ser formada utilizando F Ml y F M2 
como submatrices (vease la Ec. 3-16). 

Las acciones de extremo para los miembros 1 y 2, debidas a las cargas 
pueden ser determinadas por el analisis estatico de la estructura mostrada 
en la Fig. 3-12a; asi pues, los vectores A MLl y A ML2 son 



z 


Fig. 3-12. Ej. 1 : Desplazamientos en un marco piano 
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En cada uno de estos vectores el primer elemento representa la fuerza 
cortante en el nudo k, y el segundo elemento representa el momento flexio- 
nante. La matriz de cambio de acciones de extremo es 

Aml = 24 9 ’ 9 ^’ 9 ’ 

La carga unitaria correspondiente al desplazamiento D a es una fuerza 
en la direction del eje x en el nudo C, segun muestra la Fig. 3-12b. Esta 
carga unitaria produce acciones de extremo para los dos miembros como 
sigue: 


= xT-n 
2 L L _ 


De estos resultados la matriz de cambio A MU puede ser escrita: 

Amu = If— 1, L, 1, 0} 

El desplazamiento D 1 se puede encontrar por sustitucion en la Ec. (3-5), 
y resolviendo: 


— AmxjFmAmi, — 


Asi pues, el desplazamiento en el nudo C es en la direction positiva del eje x, 
Si la estructura de este ejemplo estuviese sujeta a varios sistemas de 
carga, la matriz A ML se convertiria en una matriz rectangular con varias 
columnas. Ademas, si mas de un desplazamiento se calculase, la matriz 
Amu tendria una columna correspondiente a cada desplazamiento. La ma- 
triz D para los desplazamientos entonces tendria tantos renglones como des- 
plazamientos por encontrar y tantas columnas como sistemas de carga. Por 
lo tanto, el ejemplo se puede extender sin ninguna dificultad para incluir 
en general estas posibilidades, como se ilustrd en el Art. 3.4 para una viga. 

Efectos • de deformaciones por carga axial. El ejemplo ante- 
rior mostraba la tecnica para calcular desplazamientos en un marco 
piano cuando unicamente se tomabali en cuenta consideraciones 
de flexion. La solucion era muy similar a la de una viga, porque 
los terminos de las matrices de flexibilidad para una viga y para 
un marco piano tienen la misma forma. Sin embargo, se dan casos, en 
el analisis de un marco piano, en que llega a ser necesario tomar 
en cuenta los efectos de deformaciones por carga axial. Estos efectos 
pueden ser tornados en cuenta en el analisis anadiendo terminos 
adecuados en las matrices de flexibilidad de miembro e incluyendo 
las fuerzas axiales en las matrices de cambio de acciones de extre- 
mo. Especificamente, las acciones de extremo para un miembro 
tipico i son la fuerza axial A u %, la fuerza cortante A M2 , y el momen- 
.to flexionante A^, mostradas en la Fig. 3-13. Estas tres acciones 
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de extremo siempre seran tomadas en el orden mencionado. La 
matriz de flexibilidad de miembro correspondiente es 


L 3 h 2 
3 El 2 El 


h 2 L_ 
2EI El 


como puede ser ahora deducida de las expresiones para las flexi- 
bilidades de miembro dadas previamente en las Ecs. (3-1) y (3-13). 


Fig. 3-13. Acciones de extremo para un miembro de un marco piano cuan- 
do las deformaciones por carga axial son tomadas en consideracion 


Debido a que hay tres acciones de extremo para cada miembro 
cuando los efectos por carga axial son incluidos en el analisis, 
los tamahos de las diversas matrices en las ecuaciones para los 
desplazamientos seran aumentados. La matriz F M de las flexibili- 
dades de miembro es ahora del orden de 3 m X 3m, mientras que 
los tamahos de las matrices de cambio A MU y A ML (veanse las Ecs. 
3-17 y 3-18) son de 3m Xn y 3m X p, respectivamente, en donde 
n es el numero de desplazamiento de nudos y p es el numero de 
sistemas de carga. 

El siguiente ejemplo muestra el calculo de desplazamientos en 
un marco piano cuando los efectos de deformaciones axial y por 
flexion son tornados en consideracion. 

Ejemplo 2. El desplazamiento Dj del nudo C del marco, descrito en 
el Ej. 1, sera de nuevo calculado incluyendo los efectos de deformacion 
por carga axial. La rigidez axial EA se supone es la misma para ambos 
miembros. 
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Las matrices de flexibilidad de miembro tienen ahora la forma mostrada 
por la Ec . (3-20) y son las siguientes: 

[6ZXA 0 0 " 

Fmi = Fm2 = 0 2L 2 3L 

6EI 0 31 6 


en donde 


La matriz F M de flexibilidades de miembro (vease la Ec. 3-16) sera del orden 
de 6 X 6. 

Los vectores de acciones de extremo son aumentados por la adicion de 
fudrzas axiaies en el miembro; por ejemplo, A ML1 y A MU1 se convierten en 


Amli = 


El primer elemento de cada uno de estos vectores es la fuerza axial en el 
extremo k del miembro, mientras que los dos elementos restantes son la 
fuerza cortante y el momento flexionante, respectivamente, y son los mismos 
que los del Ej. 1. De una forma similar, los vectores A ML? y A MU;! pueden 
ser obtenidos, y entonces las matrices de cambio estan formadas: 

Aml = £{-12, -9, 9 L, 0, 9, —4 L) 

Amu = L (2, —l,L, 2, 1, 0} 

Finalmente, el desplazamiento D, es calculado por producto de matrices: 


Di = AmuFmAml — yiEl ^ ~~ 

Notese que esta expresion para D x se reduce al valor dado en el Ej. 1 
si las deformaciones por carga axial son despreciadas (el resultado que se 
puede obtener haciendo que el &rea A tienda al infinito, y asi f tienda a cero). 

3.6. Desplazamiento de nudos en parrillas. El modelo general de 
los calculos para encontrar desplazamiento de nudos en parrillas 
es el mismo que el descrito en los articulos anteriores para arma- 
duras, vigas y estructuras planas. Sin embargo, las acciones de ex- 
tremo para miembros de parrillas son diferentes de aquellas para 
los otros tipos de estructuras, y por lo tanto,la matriz de flexibilidad 
de miembro tiene forma diferente. Para identificar las acciones de 
extremo para una parrilla, considerese el miembro tipico i mostrado 
en la Fig. 3-14. En la figura se muestran miembros orientados con 
los ejes, que tienen su origen en el extremo j del miembro. Se 
supone que la parrilla esta en el piano x-z, mientras que tod as las 
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cargas concentradas que actuan en la parrilla tienen sus vectores 
paralelos al eje y; todos los paxes actuando como cargas en la 
parrilla tienen sus vectores en el piano x-z. 



Fig. 3-14. Acciones de extremo para un miembro de una parrilla 


Las acciones de extremo para un miembro de una parrilla son la 
fuerza cortante en la direccion de y M , el par de torsion en el sen- 
tido de x u y el momento flexionante en el sentido de z u . Estas 
tres acciones de extremo estan mostradas en la Fig. 3-14 como 
AuiAuz y Aua, respectivamente. Los elementos de la matriz de flexi- 
bilidad de miembro pueden ser interpretados como los desplaza-- 
mientos de una pieza en voladizo debidos a los valores unitarios 
de las acciones de extremo, segun se muestra en la Fig. 3-15. As! 
pues, la matriz de flexibilidad de miembro se convierte en 


F Mil F Mil F MlZ 

Pm i — F Mil F M22 F M2Z 

_F Mil F M12 F MZZ 


donde G] representa la rigidez torsional del miembro. Cuando las 
flexibilidades de miembro son obtenidas para todas las partes de 
la parrilla, la matriz F M puede ser construida como anteriormente 
se describio (vease la Ec. 3-16). 

Las matrices de cambio A MU y A ML para una parrilla estan for- 
rnadas de submatrices que se valuan para cada miembro, segun 
se muestra en las Ecs. (3-17) y (3-18). Cada submatriz es del 
orden 3X1, ya que hay tres acciones de extremo por miembro. 
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Cuando las matrices de cambio han sido determinadas, asi como 
tambien la matriz F M de flexibilidades de miembro, los desplaza- 
mientos pueden ser calculados por una de las ecuaciones matri- 
ciales que han sido ya discutidas (veanse las Ecs. 3-5 y 3-8). 

En algunas estructuras de parrilla los efectos de deformaciones 
torsionales no son importantes en la determinacion del comporta- 
miento de la estructura. Esta situacion se presenta ya sea cuando 
los miembros de la parrilla son muy debiles para resistir la torsion 



(t>) (d) 


Fig. 3-15. Flexibilidades para un miembro de parrilla 

o cuando sus nudos estan construidos de tal manera que los pares 
de torsion no se han desarrollado en los miembros. Un ejemplo 
del ultimo tipo de estructura es una parrilla que consiste de varias 
vigas que se cruzan unas con otras, y que tiene una conexion entre 
las vigas que transmite una fuerza pero no un momento. La estruc- 
tura libre para una parrilla de este tipo consiste de vigas uni- 
camente. 

En cualquiera de las situaciones arriba descritas, los efectos de 
torsion pueden ser omitidos del analisis!. Por lo tanto, las unicas 
acciones de extremo para un miembro son la fuerza cortante en 
la direccion y M y el momento flexionante en el sentido de z M . 
Estas acciones de extremo son las mismas que para una viga (vease 
la Fig. 3-7) y, por lo tanto, en tal caso, la matriz de flexibilidad 
para un miembro de viga (Ec. 3-13) puede ser usada para un 
miembro de parrilla. 

Ejemplo. La estructura de una parrilla mostrada en la Fig. 3-16 con- 
siste de dos miembros ( AB y BC) normales entre si contenidos en el piano 
x-z. Cada miembro tiene una longitud L, una rigidez a la flexion El y una 
rigidez a la torsion GJ. Los extremos j y h de los dos miembros estan 
localizados en A y B, y B y C, respectivamente. Las cargas en la parrilla 
consisten de pares y fuerzas que actuan en los nudos B y C. Supongamos 
que los desplazamientos del nudo C (Fig. 3-1 6b) van a ser encontrados. 
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Las matrices de flexibilidad de miembro, dadas por la Ec. (3-21), son 

„ f 2L 2 0 3L~1 


en donde 


3L 0 6 


\A Q B 



Fig. 3-16. Ejemplo: Desplazamientos en una parrilla 
Las acciones de extremo causadas por las cargas son 

r-i 0 6 ‘ 

Amli = P \ L A m L2 — T 0 


de donde la matriz de cambio A. 


Aml = T { — 12, 6L, 0, —6, 0, L } 
o 

Los tres desplazamientos por ser calculados estan mostrados en la Fig. 
3-16b. Para obtener la matriz de cambio A MU , las cargas unitarias que 
corresponden a cada uno de estos desplazamientos debe suponerse que actuan 
sobre la estructura. Bajo la accion de la primer carga unitaria, las siguientes 
acciones de extremo son desarrolladas 


como se puede verificar por estatica. Similarmente, las acciones de extremo 
debidas a las otras dos cargas unitarias se pueden obtener; entonces la 
matriz de cambio A MU esta compuesta: 


Amu = 
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El ultimo paso en el analisis es resolver para los desplazamientos por 
medio de la Ec. (3-8): 

pL2 r-L(n + i2p) 

D = A^iuFmAml = ^ ei ^ 

3.7. Desplazamiento de nudo en marcos en el espacio. Un marco 
en el espacio es el tipo mas generalizado de una estructura reti- 
cular, y un miembro tipico puede tener cuando mucho seis acciones 
de extremo en cada nudo. Las seis posibles acciones de extremo 
en el nudo k de un miembro estan identificadas en la Fig. 3-17, 
que muestra un miembro i orientado de una manera arbitraria en 
el espacio. La orientacion de sus ejes es de tal forma que los pianos 
Xm-Vm y x M -z M son pianos principales de flexion. Las acciones de 
extremo estan numeradas en el orden x, y y z, tomando las fuerzas 
antes de los pares. 



Fig. 3-17. Acciones de extremo para un miembro de un marco en el espacio 

Los elementos de la matriz de flexibilidad de miembro estan 
mostrados en la Fig. 3-18 como los desplazamientos de una pieza 
en voladizo debidos a los valores unitarios de las seis posibles ac- 
ciones de extremo. Los diferentes desplazamientos indicados en 
la figura pueden ser rapidamente determinados para un miembro 
prismatico y colocados en una matriz de flexibilidad de miembro de 
orden 6X6 como sigue: 
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En la matriz anterior los momentos de inercia de una seccion trans- 
versal del miembro, con respecto a los ejes y. y z M , son Uamados 
ii e l x , respectivamente. 



( 0 ) 


’L> 



( f ) { g ) 


Fig. 3-18. Flexibilidades para un miembro de un marco en el espacio 
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Las matrices de cambio A ML y A MU , en el analisis de un marco 
en el espacio, estan constituidas de submatrices del orden de 6 X 1, 
ya que hay seis acciones de extreme* para cada miembro. As! pues, 
los tamanos de las matrices que aparecen en la ecuacion para los 
desplazamientos (Ec. 3-8) son como sigue: D que es del orden 
de n X p (vease la Ec. 3-10); A MU que es del orden de 6m X n 
(vease la Ec. 3-17); F M que es del orden de 6m X 6m (vease la 
Ec. 3-16); y A M l que es del orden 6m X p (vease la Ec. 3-18). 

En general, la determinacion de las acciones de extremo en 
las matrices de cambio para un marco en el espacio sera mas 
complicada que para una estructura plana, principalmente debido 
a la necesidad de tratar con direcciones arbitrarias en el espacio. 
Un acercamiento sistematico para el manejo de los aspectos tridi- 
mensionales del analisis puede desairollarse utilizando tecnicas que 
involucren giro de ejes, como se describe en el Cap. 4 para el metodo 
de la rigidez. 

3.8. Ecuaciones del metodo de la flexibilidad. Los articulos ante- 
riores trataron de determinar, por metodos matriciales, los des- 
plazamientos en estructuras en marco estaticamente determinadas, 
porque la determinacion de desplazamientos en la estructura libre 
es una parte importante del metodo de la flexibilidad. En este 
articulo las ecuaciones basicas de este metodo se revisan para mos- 
trar como los terminos de desplazamiento en esas ecuaciones pue- 
den ser expresados en forma matricial. El resultado da un metodo 
muy sistematico para analizar estructuras estaticamente indeter- 
minadas. 

Cuando una estructura va a ser analizada unicamente por los 
efectos de cargas, las ecuaciones del metodo de la flexibilidad son 


(veanse las Ecs. 2-8, 2-15, 2-16 y 2-14): 

Dq = Dql + FQ o Q = F-^Dq - D ql ) (3-23a) 
Am = Aml + AmqQ (3-23b) 

Ar = Ar L ArqQ (3-23c) 

Dj = D jl + D jq Q (3-23d) 


Se asume en este capltulo que antes de usar las ecuaciones ante- 
riores, las cargas reales en la estructura se reemplazan por cargas 
de nudo combinadas. Por lo tanto, todas las cantidades que aparecen 
en las Ecs. (3-23) se supone que de aqui en adelante se referiran 
a la estructura con cargas combinadas, y estas cantidades no son 
necesariamente las mismas que las cantidades correspondientes pa- 
ra la estructura con las cargas reales. En particular, las acciones de 
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extremo A M encontradas para la estructura con cargas combinadas 
deben ser anadidas a las correspondientes acciones de extremo en 
la estructura fija para obtener las acciones de extremo debidas a 
las cargas reales (vease el Art. 3.2). Expresada en terminos sim- 
bolicos, esta relacion se convierte en 

(Am) a = Am + (Am)r (3-24) 

en la que las matrices (A m ) a y (A m )r representan las acciones de 
extremo en la estructura real y en la estructura fija, respectivamente. 
El uso de la Ec. (3-24) sera ilustrado mas adelante por medio 
de ejemplos. 

Las reacciones A R y los desplazamientos de los nudos Dj son 
las mismas tanto para las cargas reales como para las cargas com- 
binadas, como se explico en el Art. 3.2. Por lo tanto, las matrices, 
A r y Dj, como fueron calculadas de las Ecs. (3-23c) y (3-23d), 
se aplican sin ninguna modificacion en la estructura con las cargas 
reales. 

El que las redundantes Q que se obtienen de la Ec. (3-23a) sean 
o no validas para las cargas reales en la estructura, depende de la 
naturaleza misma de las redundantes. Una redundante que es una 
reaction para la estructura sera valida, en tanto que una redun- 
dante que es una action de extremo de miembro debe tratarse 
de la misma forma que las acciones de extremo A M (vease la 
Ec. 3-24). 

Regresando ahora a las Ecs. (3-23), consideremos como las 
diferentes matrices en esas ecuaciones pueden ser calculadas con 
la ayuda de las ecuaciones de desplazamiento discutidas en los 
Arts. 3.3 al 3.7. El vector D QL , en la Ec. (3-23a), representa los des- 
plazamientos en la estructura libre correspondientes a las ac- 
ciones redundantes Q y debidos por las cargas de nudo combina- 
das, y pueden ser calculados por medio de la ecuacion matricial 
(3-8). La Ec. (3-8) puede ser usada para cualquier tipo de es- 
tructura reticular, como anteriormente se mostro, siempre y cuando 
las matrices de flexibilidad y de cambio (F M , A MU , A ML ) tengan la 
forma correcta. La matriz F M puede ser obtenida sin ninguna difi- 
cultad; todo lo que se requiere es colocar las matrices de flexibilidad 
de miembro a lo largo de la diagonal principal de F M (veanse las 
Ecs. 3-4 y 3-16). 

La matriz de cambio A MU , que aparece en la Ec. (3-8), repre- 
senta (en general) las acciones de extremo de miembro debidas a 
las cargas unitarias correspondientes a los desplazamientos desea- 
dos. En el caso de los desplazamientos D QI „ las cargas unitarias son 
valores unitarios de las redundantes Q. Asi pues, la matriz A MU 
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es la misma que la matriz A MQ (vease la Ec. 3-23b), que esta 
formada de las acciones de extremo de miembro en la estructura 
libre debidas a los valores unitarios de las redundantes. [Al usar 
la Ec. (3-23b), se supone que la matriz A M esta formada por las 
acciones de extremo en los nudos k de todos los miembros; asi pues, 
la matriz A MQ tambien incluye todos los miembros de la estructura.] 
La matriz de cambio A ML que aparece en la Ec. (3-8) repre- 
senta (en general) las acciones de extremo de miembro debidas a 
las cargas que causan los desplazamientos. Asi pues, en el caso 
de los desplazamientos D QL , la matriz A ML esta formada por las 
acciones de extremo de miembro en la estructura libre debidas a 
las cargas combinadas. Esta definition para la matriz Ami, cs 
enteramente congruente con el significado de la matriz A ML que apa- 
rece en la Ec. (3-23b). Entonces, el vector D QL puede ser expresado: 

Dql = AmqFmAml (3-25) 

La Ec. (3-25) proporciona un metodo formal para calcular los des- 
plazamientos D ql . Para usar la ecuacion debemos obtener primero 
las matrices de cambio de acciones de extremo (A M q y A ML ) y la 
matriz F M . La determination de las matrices de cambio requiere 
que la estructura libre sea analizada por estatica para valores uni- 
tarios de las redundantes y tambien para las cargas de nudo com- 
binadas. 

En seguida considerese el calculo de la matriz de flexibilidad 
F para la estructura. Esta matriz esta formada por desplazamien- 
tos en la estructura libre correspondientes a las redundantes y cau- 
sados por valores unitarios de las redundantes, y tambien pueden 
ser determinados a partir de la Ec. (3-8). La matriz de cambio 
Amu en la Ec. (3-8) se convierte en la matriz A MQ , ya que las cargas 
unitarias son valores unitarios de las redundantes. Ademas, la ma- 
triz A M l, en la Ec. (3-8), es la misma, porque las cargas que cau- 
san los desplazamientos son tambien valores unitarios de las re- 
dundantes. Asi, la expresion para F, que tambien puede ser 
denominada D QQ , es 

j F = Dqq = AmqFmAmq (3-26) 

j La matriz de flexibilidad F es una propiedad de toda la estructura 

I libre y depende del arreglo de los miembros de la misma, en tanto 

que la matriz F M de flexibilidades de miembro depende unicamente 
de las propiedades de los miembros aislados, sin tomar en con- 
sideration como estan unidos en la estructura. Por este motivo, 
la matriz F„ es, en algunas ocasiones, llamada la matriz de flexi- 
bilidad de la estructura desunida, en tanto que F es llamada la 


j 
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matriz de flexibllidad de la estructura unida. El uso de las Ecs. 
(3-25) y (3-26) hace posible encontrar las matrices D QL y F en una 
forma correcta. Como el vector Dq se conoce por las condiciones 
dadas de la estructura, se pueden obtener las redundantes Q resol- 
viendo la Ec. (3-23a). 

Despues de determinar el vector Q de redundantes, el siguiente 
paso en el analisis es calcular las acciones de extremo de miembro 
A m de la Ec. (3-23b). Se puede seguir este paso sin ninguna difi- 
cultad, porque las matrices de cambio A ML y A M q ya han sido deter- 
minadas por medio de las Ecs. (3-25) y (3-26). 

Para encontrar las reacciones A R de la Ec. (3-23c) se requiere 
determinar las matrices de cambio A RL y A RQ . Estas matrices repre- 
sentan las reacciones en la estructura libre debidas a las cargas 
combinadas y a los valores unitarios de las redundantes, respectiva- 
mente. Ambas matrices se determinan por analisis estatico de la 
estructura libre. 

Finalmente, considerense las matrices que aparecen en la ecua- 
cion para los desplazamientos de nudo (vease la Ec. 3-23d). Las 
matrices D., L y D., Q representan desplazamientos en la estructura li- 
bre y pueden ser calculadas por operaciones matriciales. Para este 
fin es necesario introducir otra matriz de cambio, denominada A M-I , 
i oi mad a por acciones de extremo de miembro debidas a las cargas 
unitarias que corresponden a los desplazamientos deseados de nudo 
Dj- La primera columna de A MJ contiene las acciones de extremo 
de miembro debidas a una carga unitaria correspondiente a D Jl3 » 
la segunda columna contiene acciones de extremo debidas a una 
carga unitaria correspondiente a D J2 , etc. A1 usar la Ec. (3-8) para 
calcular a D JL , la matriz A MU se convierte en A MJ y la matriz 
Ami. permanece inalterada. Asi, la ecuacion para D. rR es 

Djl = AmjFmAml (3-27) 

En una forma similar, la matriz D., Q puede determinarse por medio 
de la Ec. (3-8), como sigue: 

Djq = AmjFmAmq (3-28) 

En estas ecuaciones, las matrices D. TI . y D JQ son del orden de j X 1 
y j y q, respectivamente. 

Cuando las dos ecuaciones anteriores se sustituyen en la Ec. 
(3-23d ), la ecuacion para D. ; se convierte en 

Dj — Djl + DjqQ = AmjFm(A ML -f- AmqQ) 

El termino entre parentesis representa al vector A M de acciones de 
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extremo de miembro (vease la Ec. 3-23b) y, por lo tanto, otra 
expresion para el vector desplazamiento de nudo es 

Dj = AmjFmAm (3-29) 

Tanto la Ec. (3-23d) como la Ec. (3-29) pueden usarse para en- 
contrar los desplazamientos de nudo. La ultima ecuacion es mas 
sencilla de usarse, siempre y cuando las acciones de extremo A M 
hayan sido determinadas previamente,.: 

Las matrices de cambio que aparecen en las Ecs. (3-23) a (3-29) 
estan resumidas en la Tabla 3-1. Las primeras tres matrices (A ML , 
A mq , A M j) estan formadas por acciones de extremo de miembro en 
la estructura libre debidas a varias causas, y las ultimas dos ma- 
trices (A rl y A rq ) estan formadas por reacciones en la estructura 
libre debidas a las cargas combinadas jy a valores unitarios de las 
redundantes. 

TABLA 3-1. MATRICES DE CAMBIO PARA EL METODO DE LA 


Matriz 

Orden 

FLEXIBILIDAD 

Definicion 

Aml 

m X 1 

Acciones de extremo de miembro en la estruc- 



tura libre debidas a las cargas combinadas 
(m = numero de miembros) 

Amq 

m X q 

Acciones de extremo de miembro en la estruc- 

Amj 

m X j 

tura libre debidas a los valores unitarios de 
los redundantes (q = numero de redundan- 
tes) 

Acciones de extremo de miembro en la estruc- 

Arl 

r X 1 

tura libre debidas a cargas unitarias corres- 
nondientes a los desplazamientos del nudo 
(j = numero de desplazamientos de nudo por 
encontrar) 

Reacciones en la estructura libre debidas a 

A R q 

r X q 

las cargas combinadas (r = numero de re- 
acciones por encontrar) 

Reacciones en la estructura libre debidas a los 

Nota: 

Los tamanos de las 

valores unitarios de las redundantes 

matrices de cambio Ami., Amq y Amj dadas arriba son para 


una armadura plana o en el espacio, teniendo ambas una accidn de extremo por miembro. 
En el caso de una viga, el numero m debe ser reemplazado por 2m; para un marco piano 
y una parrilla, el numero se convierte ya sea en 2m o en 3m, dependiendo sobre el numero 
de acciones de extremo que son consideradas; y, para un marco en el espacio, el nu- 
mero es 6m. 
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El procediraiento a seguir en el analisis de una estructura por 
el metodo de la flexibilidad puede ser ahora resumido. El proceso 
que sigue es analogo al presentado en el Art. 2.7, excepto que ha 
sido modificado para tomar en consideration el uso de matrices 
de cambio. Los pasos que se deben seguir son: 

1. Reemplazax las cargas reales en la estructura por cargas com- 
binadas (vease el Art. 3.2). 

2. Seleccionar las redundantes Q. 

3. Obtener el vector D Q si hay desplazamientos de soporte corres- 
pondientes a uno o mas de las redundantes; de lo contrario, D Q es 
nula. 

4. Obtener las matrices de flexibilidad y construir la matriz F M . 

5. Analizar la estructura libre por equilibrio estatico para obte- 
ner las matrices de cambio A MLj A MQ , A M j, A rl y A RQ (vease la 
Tabla 3-1). 

6. Calcular el vector D QL y la matriz F por medio de las Ecs. 
(3-25) y (3-26). 

7. Resolver para el vector Q de redundantes a partir de la 
Ec. (3-23a). 

8. Resolver para el vector A M de acciones de extremo de miem- 
bro a partir de la Ec. (3-23b). 

9. Resolver para el vector A R de reacciones de la Ec. (3-23c). 

10. Resolver para el vector Dj de desplazamientos de nudo a 
partir de la Ec. (3-29). [Altemativamente, el vector Dj puede obte- 
nerse utilizando las Ecs. (3-27), (3-28) y (3-23d)]. 

11. Calcular las acciones de extremo de miembro debidas a 
las cargas reales en la estructura por medio de la Ec. (3-24). 

Los pasos anteriores pueden dividirse en dos fases principales. 
La primera consiste en “formar” los caleulos e incluye la deter- 
minacion de las matrices de cambio y flexibilidades de miembro 
(pasos del 1 al 5). Estos pasos normalmente deben ser ejecutados 
por el analista estructural. La segunda fase (pasos del 6 al 11) 
involucra caleulos matriciales basados en las ecuaciones dadas en 
este articulo. Esta fase prosigue en una forma sistematica y puede 
ser ejecutada automaticamente. 

Los ejemplos del metodo de la flexibilidad que ilustran los 
pasos anteriores estan dados en el siguiente articulo. En cada caso 
se supone que la estructura esta sujeta a un solo sistema de 


carga. Sin embargo, multiples sistemas de carga pueden manejarse 
facilmente mediante columnas adicionales en las matrices de cam- 
bio Amt y A rl (vease la Tabla 3-1). Por supuesto, tendria que aha- 
dirse un numero correspondiente de columnas a las matiices Q, 
Am, A r , Djl y Dj- 

3.9. Ejemplos. Los ejemplos dados en este articulo ilustran el 
analisis de varios tipos diferentes de estructuras por el metodo de 
la flexibilidad. Las soluciones se obtienen siguiendo el procedimiento 
descrito en el articulo anterior (veanse los pasos del 1 al 11) y 
unicamente los efectos de carga en la estructura estan considerados. 
Otros efectos se describen en el siguiente articulo (Art. 3.10). 

Ejemplo 1. El primer ejemplo se refiere al analisis de la armadura 
estaticamente indeterminada mostrada en la Fig. 3-19. La armadura tiene 
seis miembros, numerados segun muestra la figura, y se supone que todos 
los miembros tienen la misma rigidez axial EA. Hay dos cargas actuando 
en el nudo A de la armadura, y los apoyos B, C y D estan restringidos. (La 
misma armadura se resolvio previamente en el Ej. 3 del Art. 2.3.) 

En este problema todas las cargas sobre la armadura actuan en los nudos; 
asi pues, no hay necesidad de reemplazar cargas de miembros por cargas 
equivalentes en los nudos. Sin embargo, si existen cargas de miembros la 
determinacion de cargas equivalentes en los nudos es bastante sencilla. 
Pueden encontrarse a partir de las formulas para acciones de extremo para 
miembros articulados de armaduras, las cuales estan dadas en la Tabla B-5 
del Apendice B. Las cargas equivalentes estan unicamente en la forma de 
fuerzas, porque no hay momentos flexionantes producidos en los extremos 
de un miembro de la armadura. 

Las acciones redundantes Q 1 y Q 2 para la armadura estan seleccionadas 
como la reaccion horizontal en el apoyo B y la fuerza axial en la barra AD, 
respectivamente. Se presume que la primera de estas redundantes es positiva 
cuando tiene la direccion positiva del eje x, y la segunda es positiva cuando 
el miembro trabaja a tension. 

Ademas, para encontrar las redundantes, se supone, en este ejemplo, que 
todas las acciones de extremo de los miembros, reacciones y desplazamientos 
de los nudos se deberan determinar. Las acciones de extremo de los miembros 
son fuerzas axiales en los nudos k de todos los miembros, segun se muestra 
en la Fig. 3-2 para un miembro tlpico. Mientras que las acciones de extremo 
de los miembros deben en general ser tomadas a un nudo k, designado para 
cada miembro, se podra ver que, en el caso de una armadura con cargas 
unicamente en sus nudos, las acciones de extremo son las mismas para 
ambos nudos. Por eso, en este ejemplo no es necesario designar especifica- 
mente el nudo de cada miembro al cual se le determinaran sus acciones dc 
extremo; en lugar de ello, cualquier nudo puede ser usado. 

La armadura tiene cuatro reacciones por determinar; las reacciones 
en los nudos C y D se denominan A fil , A R ., y A f R3 (vease la Fig. 3-19a), mien- 
tras que la reaccion restante es la redundante Q r Tambien, los cuatro des- 
plazamientos de nudo desconocidos (llamados D,„, ..., D , A ) estan mostra- 
dos en la Fig. 3-19b. Se supone que las reacciones y los desplazamientos de 
los nudos son positives cuando son en la direccion de los ejes x y y. 
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(f) (g) (h) { , ) 

Fig. 3-19. Ej. 1: Armadura plana 


El siguiente paso en la solucion es determinar el vector D 0 de los des- 
plazamientos reales correspondientes a las redundantes. Sin embargo, el vec- 
tor D Q en este ejemplo es nulo porque se supone que no hay desplazamiento 
del apoyo B en la direccion del eje x. 

Las flexibihdades de miembro individuales (vease la Ec. 3-1) se usan 
para lomiar las matriz F M , la que es como sigue (vease la Ec. 3-4): 

“1 0 0 0 0 0 “ 

0 1.414 0 0 0 0 

F = _L_ 0 0 1.414 0 0 0 

EA 00 0100 

0 0 0 0 1 0 

_0 0 0 0 0 1 _ 
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La determinacion de las matrices de cambio enumeradas en la Tabla 
3-1 es el siguiente paso. Todas las matrices de cambio son encontradas 
por analisis de equilibrio estatico de la estructura libre. Principiando con 
los efectos de las cargas, se puede ver que la estructura libre, mostrada en 
la Fig. 3-19c, debe ser analizada por estatica para obtener las matrices de 
cambio A ML y A RL . Estas dos matrices consisten de 6 acciones de extremo 
de miembro y tres reacciones, respectivamente, como sigue: 

Aml = P{- 2, 0, -1.414, 1 , 1 , 0} 

Arl = P{1, 3, — 1} 

Los efectos de los valores unitanos de las dos redundantes que actuan 
en la estructura libre deben ser calculados para obtener las matrices de 
cambio A M q y A R q. Un valor de Q x igual a la unidad se muestra actuando 
en la estructura libre en la Fig. 3-19d, y las acciones de extremo de miembro 
resultantes constituyen las primeras columnas de las matrices A MQ y A RQ , res- 
pectivamente. Del mismo modo, la estructura libre cargada por un valor uni- 
tario de Q 2 esta mostrada en la Fig. 3-1 9e, y las acciones de extremo y reac- 
ciones resultantes constituyen las segundas columnas de A MQ y A RO ; por lo 
ttanto: 



La ultima matriz de cambios por calcularse es A MJ , la matriz de acciones 
de extremo debidas a las cargas unitarias correspondientes a los desplaza- 
mientos de los nudos D r Una carga unitaria correspondiente a D_ /1 esta mos- 
trada en la Fig. 3-19f, y las acciones de extremo resultantes aparecen en 
la primera columna de la matriz A MJ que se da abajo. Las cargas unitarias 
correspondientes a D JZ , D J3 y D Ji estan mostradas en las Figs. 3-19g, 3-19h 
y 3-1 9i y las acciones de extremo resultantes estan dadas en las ultimas tres 
columnas de A M) . Por lo tanto, 


“0100" 

0 0 0 0 

. 1.414 0 0 0 

A “" -10 10 
- 1 0 0 0 

_ 0 0 0 1_ 

Habiendo encontrado la matriz F M y las cinco matrices de cambio, el 
resto de la solucion puede efectuarse usando unicamente operaciones matri- 
ciales rutinarias. Las Ecs. (3-25) y (3-26) dan las matrices D QI- y F: 



“-3.828" 
_ — 2 . 000 _ 


F — AmqFmAmq = 


_L_ [“3.828 
EA |_2.707 


2.707“ 

4.828_ 
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A continuacion se obtienen las redundantes Q resolviendo la Ec. (3-23a): 


Q = F- j (Dq - Dql) 


EA 

' 0.4328 

-0.2426” 

“3.82S" 

~ = r\ 

' 1.172” 

L 

.-0.2426 

0.3431_ 

_2.000_ 

EA 1 

_ — 0.243_ 


Estos resultados para las redundantes estan de acuerdo con los antes 
encontrados en el Ej. 3 del Art. 2.3. Los siguientes pasos en la solucion 
consisten en determinar las acciones de extremo de miembro y las reaccio- 
nes de las Ecs. (3-23b) y (3-23c), respectivamente. Estas ecuaciones dan los 
resultados siguientes : 


Am = A ml + AmqQ = P{- 1.828, -0.243, 0, 0, 1.172, 0.172} 

An = Arl "4" ArqQ = P { — 0.172, 1.82S, 0.1/2} 

Finalmente, el vector de los desplazamientos de nudo Dj se calcula por 
medio de la Ec. (3-29): 


Dj = AmjFmAm = — {-1-172, -1.828,0,0.172} 

Por lo tanto, el analisis completo de la armadura se ha logrado, incluyendo 
la determinacion de todas las acciones de extremo, reacciones y desplaza- 
mientos de los nudos. 

Ejemplo 2. La viga continua de dos claros mostrada en la Fig. 3-20a 
esta sujeta a una carga uniforme vj (igual a 4 P/L) en el claxo AB y dos 
fuerzas concentradas P en el claro BC. Ambas partes tienen la misma longi- 
tud L, pero la rigidez a la flexion del AB es la doble que la de BC. El objeto 
del andlisis es determinar las acciones de extremo, reacciones y los despla- 
zamientos de los nudos para la viga. 

Los miembros AB y BC estan denominados como miembros 1 y 2, respdc- 
tivamente, y los nudos k de los miembros estan tornados, tambien respectiva- 
mente, como nudos B y C. Por lo tanto, las cuatro acciones de extremo utili- 
zadas en el analisis son las fuerzas cortantes y momentos flexionantes al lado 
derecho de los nudos de los miembros. Estas acciones de extremo seran 
numeradas del 1 al 4 y sus direcciones positivas estan de acuerdo con los 
ejes mostrados en la figura (vease la Fig. 3-7 para la convencion de 
signos para las acciones de extremo). 

Las acciones redundantes seleccionadas, son el momento reactivo en A 
y el momento flexionante en B (vease la Fig. 3-20b). Debido a que ha,y un 
par aplicado como carga en el nudo B cuando las cargas reales son reem- 
plazadas por cargas combinadas en los nudos, se evitara la ambigiiedad si 
Q„ es tornado a una distancia pequeha a un lado del mismo nudo. Por eso, 
se asume en este ejemplo que Q n es el momento flexionante a la derecha 
del nudo B. La estructura libre que resulta de la seleccion de estas redun- 
dantes esta mostrada en la Fig. 3-20b. Notese que se supone que ambas 
redundantes son positivas cuando causan compresion en la parte superior 
de la viga. 

Las fuerzas reactivas en la direccion y en los apoyos, asx como los dos 
desplazamientos de nudo (giros en B y C), estan identificadas en la Fig. 
3-20c. Una cuarta accidn reactiva es un par en el apoyo A, pero como esta 
reaccion se escogio como una de las redundantes no es necesario incluirla 
en el vector A R . 
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La determinacion de las cargas combinadas en los nudos, se indica en la 
Fig. 3-20d, que muestra las dos vigas empotradas obtenidas por restriccion de 
los nudos contra los desplazamientos. Los valores negativos de las acciones 
de empotramiento para estas vigas constituyen las cargas equivalentes en los 
nudos. Entonces, las cargas equivalentes se suman a cualquier carga real 




(e) 

Fig. 3-20. Ej. 2: Viga continua 


(ninguna en este ejemplo) para obtener las cargas combinadas en los nudos, 
los cuales estan mostrados en la Fig. 3-20e. 

Las matrices de flexibilidad para los miembros individuales pueden ser 
rapidamente encontradas (vease la Ec. 3-13) : 

LT4L 2 6L~ 

Fm2 - 2Fmi - l2EI |^ 6L 12 ^ 

y, asi pues, la matriz F M es 

T2L 2 3L 0 0 

L_ 3L 6 0 0 

Fm ~ 12 El 0 0 4L 2 6 L 

_0 0 6L 12 _ 


dada por la Ec. (3-16). 
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Considerense ahora los calculos de las varias matrices de cambio para 
la estructura libre. Las matrices A ML y A RL , que consisten de acciones de 
extremo y reacciones debidas a las cargas combinadas en los nudos, son 
encontradas por analisis de equilibrio estatico de la estructura libre mostrada 
en la Fig. 3-21a. El vector A ML esta compuesto de cuatro reacciones de 
extremo para los miembros, como sigue: 

P 

Aml = ~ { 2 , L, — 2 , 2 L} 
y el vector A RL consiste de las reacciones: 

Arl = 9 31 > 7 ) 

Las matrices de cambio A M q y A R q representan las acciones de extremo 
y las reacciones en los apoyos debidas a los valores unitarios de las redundantes. 
Por lo tanto, la primera columna de cada una de estas matrices se encuentra 
a partir de un analisis de equilibrio de la estructura libre mostrada en la Fig. 



Fig. 3-21. Ej. 2 (continua): Viga continua 


3-21 b, mientras que la segunda columna se obtiene de una manera similar 
a la de la Fig. 3-21c. As! pues, estas matrices son 



La matriz de cambio A MI consiste de acciones de extremo de miembro 
debidas a las cargas unitarias correspondientes a los desplazamientos D n 
y Dj 2 , Por lo que las columnas primera y segunda de A MJ se encuentran del 
analisis de las vigas dibujadas en las Figs. 3-21d y 3-21e, respectivamente. 
La matriz es 
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"~1 ] 0“ 

A 1 L ii 0 

A “' = L 0 -1 

_ 0 L_ 

Despues de haber sido establecidas las matrices de cambio y la matriz de 
flexibilidad F M , los calculos restantes se efectuan de un modo rutinario. 
Por lo tanto, al seguir los pasos del 6 al 10 del Art. 3.8, uno obtiene: 


D “- " A “ aF “ A *“- “ mm [o_ 

F-A “ Q F” A “ a -i1^[i 6_ 

i2s/r e -nj 

11 L L-l 2_ 


Q = F-^Dq - Dq L ) = -y { 3 , 1 } 


Am — Aml + AmqQ = ~ { 0 , 0 , — 3 , 2 L) 


Ah — Arl + ArqQ 


{ 6 , 10 , 2 } 


pr 2 

Dj -p AmjFmAm = {0, 1} 

Todos los resultados anteriores pertenecen a la viga con cargas combinadas 
en sus nudos (Fig. 3-20e). Ademas, los vectpres A R y Dj tambien son validos 
para la viga con las cargas reales (Fig. 3f20a). Para obtener las acciones 
de extremo de miembro debidas a las cargas reales, se usa la Ec. (3-24). 
Los calculos son como sigue: 

(Am)r = | {18, —3 L , 9, — 2L} 

(A m )a = Am + (A m )r = | {18, -3 L , 6, 0} 

La redundante Q J( que es una reaccion, es valida para la viga de la Fig. 
3-20a. Sin embargo, esta conclusion no es verdadera para la segunda redun- 
dante, debido a que Q 2 es un momento flexionante intemo. Si desea obtener 
el valor de Q L , para las cargas reales, se hace necesario hacer un calculo ana- 
logo al hecho para las acciones de extremo, por lo tanto, 

«2 *)a = q 2 + m* = 


El signo negativo de este resultado muestra que hay tension en la parte 
superior de la viga en el nudo B. 

Ejemplo 3. La estructura plana mostrada en la Fig. 3-22a tiene un 
claro de longitud L, una altura H igual a L/„ y un valor constante de EJ 
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para todos los miembros, y esta sujeto a dos cargas concentradas. Los numeros 
de los miembros estan indicados en la figura. Se consideraran en el analisis 
unicamente los efectos de flexion y sera escogida la reaccion en el apoyo D 
en la direction del eje x como la action redundante. 

Los nudos j y k de los tres miembros son seleccionados arbitrariamente 
como sigue: para el miembro 1, los nudos j y k estan en A y B, respectivamente; 
para el miembro 2, en los nudos B y C, respectivamente; y para el miembro 
3, en los nudos D y C, respectivamente. De acuerdo con esta selection, las 
acciones de extremo de miembro son las fuerzas cortantes y los momentos 
flexion antes mostrados en la Fig. 3-22b. 

Los desplazamientos de los nudos para la estructura estan mostrados tam- 
bien en la Fig. 3-22b. Estos son los gixos en el nudo A, la translation y giro 
en B, el giro en C y el giro en D. Debido a que las deformaciones axiales son 
despreciadas en este ejemplo, solo hay una translacion independiente del nudo 
(D JO ). Las reacciones para la estructura tambien estan identificadas en la 
Fig. 3-22b; solo se necesita considerar tres reacciones, ya que la cuarta reaccion 
es la redundante Q. 



(h) ( i ) ( j ) 

Fig. 3-22. Ej. 3: Estructura plana (unicamente efectos de flexion) 
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Si no se desean todas las reacciones y desplazamientos de. los nudos mos- 
trados en la Fig. 3-22b, algunos de ellos pueden ser omitidos del analisis. Sin 
embargo, todas las acciones de extremo de miembro deberan ser incluidas, 
ya que se requieren en las fases intermedias del analisis. 

Las cargas equivalentes en los nudos se encuentran restringiendo todos 
los nudos de la estructura, calculando las acciones de empotramiento causadas 
por las cargas de los miembros, y luego invirtiendo sus direcciones. En este 
ejemplo, la unica carga de miembro es la fuerza P actuando en el miembro 
BC; por lo tanto, cuando los nudos B y C estan restringidos, las acciones de 
empotramiento son aquellas mostradas en la Fig. 3-22c. Las acciones negativas 
de estos empotramientos se suman a las cargas reales de nudo para dar las 
cargas combinadas mostradas en la Fig. 3-22d. 

Las matrices de flexibilidad de miembro son obtenidas aplicando la Ec. 
(3-13) a cada miembro de la estructura: 

~ H 3 H 2 ' 

3 El 2 El 

Fmi = Fii3 = 

H 2 H_ 

_2EI El . 

La matriz de flexibilidad F M se compone colocando las matrices anteriores 
en la diagonal principal (vease la Ec. 3-16). Como H = L/2, esta matriz se 
convierte en 

~L 2 3L 0 0 0 0“ 

3L 12 0 0 0 0 

F = 0 0 8 L 2 12 L 0 0 

M 24 El 0 0 12L 24 0 0 

0 0 0 0 L 2 3L 

Lo 0 0 0 3L 12 J 

Las matrices de cambio A ML y A RL pueden ser obtenidas por analisis 
estatico de la estructura libre sujeta a cargas combinadas en sus nudos (vease 
la Fig. 3-22d). La primera de estas matrices consiste de seis acciones de 
extremo de miembro, mientras que la segunda consiste de tres reacciones. Por lo 
tanto, estos vectores son como sigue: 

Aml = {-54, 27 L, 35, 8L, 0, 0} 

iUo 

Ar L = ^ {-6, 5, 7} 

El calculo de las matrices de cambio A MQ y A R(J requiere que la estructura 
libre sea analizada para un valor unitario de la redundante Q (vease la Fig. 
3-22e). Las acciones de extremo de miembro y reacciones causadas por este 
valor unitario de la carga tambien se pueden determinar por estatica, dando 
asi los siguientes vectores: 

Amq = M-2, L, 0, L, 2, -L) 

Arq = {— 1, 0, 0} 

La matriz de cambio A MJ esta compuesta de acciones de extremo debidas 
a cargas unitarias correspondientes a los desplazamientos de nudo Dj. Como 
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se deben obtener cinco desplazamientos, deben haber cinco cargas unitarias, 
como muestran las Figs. 3-22f a 3-22j. De cada una de estas cargas resulta 
una serie de seis acciones de extremo de miembro que constituven la corres- 
pondiente columna de A MJ ; por lo tanto: 


En seguida se obtienen las cantidades D 0L y F de las Ecs. (3-25) y (3-26): 


Dql = AmqFhAml = 


F — AmqFmAmq = 

y la redundante Q se encuentra de la Ec. (3-23a): 


Q = F _1 (D q - Dql) = -~ 

Los vectores de acciones de extremo de miembro A M , las reacciones A R , y los 
desplazamientos de nudo D a son (veanse las Ecs. 3-23b, 3-23c y 3-29); 

P 

Am = Aml + A M qQ = {“18, 9L, 70, —29 L, —90, 45 L) 

Ar = Arl + ArqQ = — { — 1, 5, 7} , 


Dj — AmjFmAm 


2592£7 


{-133, 62 L, -106, -34, -169} 


Todos los resultados anteriores son validos para la estructura con cargas 
combinadas en sus nudos (Fig. 3-22d); ademas, los vectores Q, A R y Dj tam- 
bien son validos para la estructura con las cargas reales. Sin embargo, las 
acciones de extremo de miembro A M deben sumarse a las acciones de extremo 
(A m )r en l a estructura que tiene nudos restringidos (vease la Fig. 3-22c), a 
fin de obtener las acciones de extremo (A m ) a debidas a las cargas reales (-vease 
la Ec. 3-24). Las acciones de extremo para la estructura restringida son 

(Am)r = ~ {0, 0, 7, — 2L, 0, 0} 

y cuando este vector se suma al vector A M previamente dado, las acciones de 
extremo para la estructura real (Fig. 3-22a) se encuentra que son: 


(Am)a = Am + (Am)r 


{-2, L, 14, —5L, -10, 5L} 


Asi pues, todas las acciones importantes y desplazamientos para la estructura 
plana de la Fig. 3-22a han sido encontradas y por eso se puede considerar 
como completa la solucion. 
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Ejemplo 4. La estructura plana por analizar en este ejemplo esta mos- 
trada en la Fig. 3-23a y es la misma previamente discutida en el Ej 4 del 
Art 2 3. Los efectos de las deform aciones por flexion y carga axial serdn 
mcluidos en el analisis, siendo las rigideces de los miembros El y EA . 

Las acciones redundantes Q„ Q 2 y Q 3 se obtienen soltando la estructura 
en el nudo B, como muestra la Fig. 3-23b. Las acciones de extremo de los 
miembros, reacciones y desplazamientos de los nudos estan identificados en la 
Fig. 3-23c. Notese que bay tres acciones de extremo para cada miembro (fuerza 

flvial fllPno rnrfonto • _ . ' 


axial, fuerza cortante, y momento flexionante, en ese orden) y que estan toma- 


das en el nudo B del miembro AB y en el 


nudo C del miembro BC. Por lo 


tanto, estos nudos han sido seleccionados como los nudos k del miembro (com- 
pare con la Fig. 3-13). 

,.„. La , S car p® combinadas en los nudos pueden ser encontradas sin ninguna 
dificultad (vease la Fig. 3-23d) y se muestran aetuando en la estructura 
iibre de la Fig. 3-23e. Debido a que bay tres; series de acciones en el nudo B 
a saber, las acciones de extremo para el miembro 1, las cargas combinadas en 
los nudos y las acciones redundantes, es importante evitar ambigiiedades deci- 
diendo arbitrariamente sobre las posiciones relativas de estas acciones en el 
nudo. En este ejemplo, se decide que las redundantes son tomadas precisamente 
abajo del nudo B. 

La matriz de flexibilidad de miembro se obtiene por medio de las Ecs 
(3-16) y (3.20): i| ; 



llbre ’ con las car gas combmadas aetuando sobre los nudos, 
esta dibujada en la Fig. 3-23e, debido a que las redundantes son tomadas preci- 
samente aba Jo del nudo B, segun se explico araba, se considera que las cargas 
en el nudo B actuan en el miembro 1 y no en el miembro 2. Las acciones de 
extremo de los miembros y reacciones en los apoyos producidas por estas cargas 
se usan para formar las matrices de cambio A ML y A RI : 


f P PL H 1 
Aml = |0, 0, 0, 0 1 

Ahc = jo, P, 0 , 0 , o} 
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Las cargas unitarias correspondientes a las tres redundantes estan mostradas 
en las Figs. 3-23f, 3-23g y 3-23h. Las acciones de extremo de miembro y 
reacciones en los apoyos para cada una de estas estructuras libres estan 
colocadas en las columnas apropiadas de las matrices de cambio A MQ y A RQ , co- 
mo sigue: 

“10 0 "] r -1 0 0 “ 

0 10 0—10 
0 0 1 _ 0 - -L -1 

0 -i o Arq 1 0 0 

1 0 0 0 1 0 

_-H 0 1J L -H 0 1_ 

La carga unitaria correspondiente a D /t esta mostrada en la Fig. 3-23i. 
Se puede considerar que esta carga actua sobre el miembro 1, como se mues- 
tra en la figura, o alternativamente podrla ser colocada sobre el miembro 2, 



Fig. 3-23. Ej. 4: Estructura plana (efectos de flexion y carga axial) 
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ya que el desplazamiento horizontal de ambos miembros en el nudo B debe 
ser el mismo. Similarmente, las cargas unitarias correspondientes a D J2 y a 
D J3 estan mostradas en las Figs. 3-23j y 3-23k. La matriz A MJ , construida 
de estas figuras, toma una forma muy simple: 

“1 0 0" 

0 0 0 

001 

A m .i o x q 

0 0 0 
_0 0 0„ 

Como en los ejemplos anteriores, las matrices D QL y F se encuentran 
sustituyendo F M , A ML y A MQ en las Ecs. (3-25) y (3-26). Los resultados 
son: 


D - - H <°' - 6i ' - 61 


“L H 3 
EA + 3 El 

F = 0 

_ H- 
2EI 

Estas matrices son las mismas que las obtenidas en la anterior solucion 
de esta estructura (vease el Ej. 4, Art. 2.3). 

El resto de la solucion puede efectuarse mas satisfactoriamente si se 
usan valores numericos; por lo tanto, se suponen los siguientes datos (los 
mismos que en la solucion anterior) : 

P = 10 kips* L = H = 12 pies = 144 pig 

E = 30 000 ksit I = 200 pig-* A = 10 plg' J 

Sustituyendo los valores de arriba en las matrices Dqj, y F se obtienen las 
matrices en terminos numericos. Estas matrices, asi como F- 3 y Q, estan 
dadas en la anterior solucion y no las volveremos a repetir aqui. Los vectores 
A M , A r y Dj se encuentran, como siempre, de las Ecs. (3-23b), (3-23c) y 
(3-29); los resultados son 

Am = {-0.913, -0.97, 92.1, -4.03, -0.913, 43.6} 

A r = {0.913, 5.97, 227.6, -0.913, 4.03, 43.6} 

Dj = {-0.000438, -0.00193,0.00053} 

Todos los resultados numericos en esta solucion estan basados sobre las uni- 
dades de kips (kilolibras), pulgadas y radianes. 

* Kip (kilopound) 1 000 lb. (N. del T. ) 

t Ksi (kilopound per square inch)=:l klb/plg- = 1 000 Ib/plg 2 . (N del T.) 
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Las acciones de extremo de los miembros debidas a las cargas reales 
(Fig. 3-23a) se encuentran sumando el vector (A M ) R de acciones de extremo 
en la estructura restringida al vector A M arriba dado, de acuerdo con la Ec. 
(3-24). Las acciones de extremo en la estructura restringida (vease la 
Fig. 3-23d) son 

f P PL 1 

(Au)r = |0, O.O.Of- {0, 5, - 180, 0, 0, 0} 

y. por lo tanto, 

(Am) a. = Am + (A m )r - {-0.913, 4.03, -87.9, -4.03, -0.913, 43.6} 

Todos los resultados estan de acuerdo con los encontrados en la solucion 
anterior de la misma estructura. 

El vector Q de redundantes que fue determinado arriba para la estructu- 
ra con cargas combinadas en los nudos es valido tambien para la estructura 
leal. Se podra notar esta conclusion con el hecho de que no bay acciones 
en la estructura restringida correspondientes a las redundantes (vease la 
Fig. 3-23d ). 

Las tecnicas ilustradas en los ejemplos anteriores se pueden extender 
facilmente a otros tipos de estructuras reticulares. Sin embargo, la dificultad 
del uso del metodo de la flexibilidad por calculos manuales estriba en lo 
tedioso de ello, especialmente si existen muchos miembros en la estructura. 
Esta dificultad se puede evitar haciendo todos los calculos matriciales (pasos 
del 6 al 11 en el bosquejo dado al final del Art. 3.8) por computadoras 
digitales. 

3.10. Efectos de temperatura, deformaciones previas y desplaza- 
rniento de apoyos. El enfasis principal en los articulos anteriores de 
este capitulo ha sido sobre los efectos de las cargas que actuan 
sobre estructuras. Sin embargo, los efectos de cambios de tempe- 
ratura, deformaciones previas en los miembros y desplazamiento 
de los apoyos pueden ser tambien tornados en consideracion. Estos 
efectos fueron previamente discutidos para el metodo de la flexi- 
bilidad en el Art. 2.4, donde se explico un metodo para incorpo- 
rarlos a las ecuaciones de superposicion basica. Se puede recordax 
de esa discusion que los desplazamientos de apoyos son de dos 
tipos: aquellos que corresponden a las redundantes y los que no 
corresponden. Los primeros son facilmente manejados incluyendolos 
en el vector B Q de desplazamientos reales correspondientes a las 
redundantes. Los otros desplazamientos de apoyo requieren mas 
consideraciones y en la siguiente discusion se entendera que cual- 
quier mention a los desplazamientos de apoyo se refiere a aquellos 
del ultimo tipo. 

Existen dos caminos generales que se pueden seguir al tratar 
con la temperatura, deformaciones previas, y desplazamiento de 
apoyos. El primer camino se basa sobre el uso de cargas equiva- 
lentes en los nudos y es el mas simple y directo de los dos metodos. 


En este metodo el analisis principia imponiendo el efecto bajo con- 
sideracion sobre la estructura restringida. De las acciones de em- 
potramiento resultantes se pueden eneontrar una serie de cargas 
de nudos equivalentes. En seguida, la estructura puede ser anali- 
zada segun se describio en el Art. 3.8 para una estructura sujeta 
unicamente a cargas de nudo. El ultimo paso en el analisis es 
modificar las acciones de extremo de los miembros de acuerdo con 
la Ec. (3-24). La unica diferencia de las soluciones anteriores es que 
las acciones de extremo (A^) K en la estructura restringida se deben 
al efecto particular bajo consideracion, mas que debido a las cargas 
en los miembros. 

El segundo camino hace uso de las ecuaciones mas generales 
del metodo de la flexibilidad (veanse las Ecs. 2-13 y 2-17). El 
uso de estas ecuaciones requiere la determination de varios des- 
plazamientos en la estructura libre debidos a temperatura, defor- 
maciones previas y desplazamiento de los apoyos. Especificamente, 
deben encontrarse los vectores desplazamiento D QT , B QP , B QR , B JT , 
Djp, y D jr (veanse las Ecs. 2-11 y 2-18). Cada uno de estos vectores 
de desplazamiento pueden ser formulados en terminos matriciales, 
iguales a la expresion de B QL y B JL , por las multiplicaciones matri- 
ciales indicadas en las Ecs. (3-25) y (3-27). Sin embargo, ya que 
las matrices que se requieren no son de un interes general, porque 
son diferentes para- cada tipo de efectos, no se daran aqui. Por 
el contrario, se sugiere que el metodo cle cargas en los nudos es el 
camino mas conveniente. 

El metodo de la flexibilidad puede desarrollarse mucho mas de 
lo explicado en este capitulo, y el lector interesado debe consultar 
las referencias dadas al final del libro, 

3.11. Miembros con secciones transversales simetricas y asimetricas. 
Se ha supuesto en las discusiones anteriores que las formas de las 
secciones transversales de los miembros reunen ciertos requisitos 
de simetrla. Por ejemplo, se ha supuesto que el piano de flexion de 
un miembro de viga (el piano x ir y M en la Fig. 3-7) es un piano 
de simetrla. As! pues, mientras que tanto el eje y M como el z M deben 
ser los ejes principales del area de la section transversal, el eje y M 
debe ser tambien un eje de simetrla. Bajo estas condiciones la viga 
se flexionara unicamente en el piano x M -y M> suponiendo, por su- 
puesto, que todas las fuerzas actuan en ese piano y que todos los 
pares tienen sus vectores paralelos al eje z i{ . Se requieren las mis- 
mas condiciones para un miembro de una estructura plana. 

En el caso del miembro de una pamlla sujeto a torsion as! 
como a flexion, se ha supuesto que tanto el eje y M como el z M (vease 
la Fig. 3-14) son ejes de simetrla. Si este es el caso, todas las deflexio- 
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nes de un miembro de una parrilla seran en el piano x^-yu, porque 
la torsion del miembro producira giro respecto al eje x M , pero no 
flexion. Similarmente, tambien se ha supuesto que el miembro 
de una estructura en el espacio (Fig. 3-17) tiene dos ejes de 
simetrla en su seccion transversal, por lo que la torsion y la flexion 
ocurren en forma independiente. En el Apendice C estan dados 
vaxios ejemplos de secciones que tienen dos ejes de simetrla. 

En el caso de un miembro de armadura no hay requisitos de 
simetrla en las secciones trans vers ales. Se hace necesario, sin em- 
bargo, que la fuerza axial en el miembro actue a traves del cen- 
troide del area de la seccion transversal; de lo contrario se produ- 
ciran momentos flexionantes en el miembro. . 

Regresando ahora al caso del miembro de una viga, conside- 
rese como se altera su comport amiento si el eje y M (Fig. 3-7) no 
es eje de simetrla. Un ejemplo de este tipo de miembros es la sec-, 
cion canal (vease la Fig. 3-24a). En la figura, los puntos C y O 
representan el centroide y el centro de cortantes, respectivamente. 
Si las cargas sobre el miembro actuan a traves de cualquier punto 
que .no sea el centro de cortantes, la viga se torcera al flexionarse. 
Sin embargo, si las cargas actuan a traves del punto O, la viga se 
flexionara en el piano x M -y M sin torcerse. Por lo tanto, se puede 
llegar a la conclusion de que una viga para la que el piano x M -y M 
no es un piano de simetrla puede ser analizada de la misma forma 
que aquella para la cual si existe un piano de- simetrla, siempre y 



(b) 

Fig. 3-24. Miembro de una viga con seccion transversal canal 

cuando el piano x M -y M se tome a traves del centro de cortantes. Tal 
requerimiento significa que los nudos entre los miembros deben 
estar localizados en las intersecciones de los ejes de centros de cor- 
tante, y esos puntos de apoyo deben estar en los ejes de centros de 
cortante. 


METODO DE DA FLEXIBILIDAD 

Para una estructura plana, una parrilla y una estructura en el 
espacio se puede hacer el mismo comentario general como en el caso 
de una viga, o sea, que el eje de centro de cortantes debe tomarse 
como el eje del miembro. Los desplazamientos que se determinan 
en el analisis seran entonces los desplazamientos del eje de centro 
de cortantes, y no son necesariamente los mismos que los del miem- 
bro mismo. Un caso de este tipo se muestra en la Fig. 3-24b, donde 
se supone que la seccion canal ha sufrido una translacion D, del 
centro de cortantes en la direction negativa de y M y una rotacion 
D 2 respecto al eje x M . Se podra ver que la translacion de cualquier 
punto en el miembro mismo esta compuesta de dos partes: la 
translacion del centro de cortantes, mas una translacion adicional 
producida por el giro respecto del centro de cortantes.* 

Cuando se ha discutido la torsion de un miembro, se ha su- 
puesto en este libro que el efecto de alabeo de la seccion transversal 
es insignificante. Como resultado, la rigidez torsional GJ ha sido 
usada en todas las formulas y calculos que involucran la torsion. 
En algunos casos, una teoria mas exacta de una torsion no uni- 
forme, que considere los efectos de alabeo debera ser usada. En 
tales casos, las relaciones entre cargas y desplazamientos se hacen 
mas complicadas que las dadas en el Apendice A y consideran una 
propiedad adicional de la seccion transversal (a saber, la constante 
de alabeo). El lector interesado debera consultar otras referencias 
para la discusion de torsion no uniforme.** 

PRQBLEMAS 

En los siguientes problemas, supongase que todos los desplazamientos 
son positivos cuando son en los sentidos positivos de los ejes coordenados 
mostrados en las figuras. Utilicese el sistema de numeration para los miem- 
bros segun se muestra en las figuras. 

3.3-1. Determine los desplazamientos en las direcciones de x y y del nudo 
A de la armadura plana mostrada en la figura. Suponga que H = 3L/4 y que 
EA es constante para todos los miembros. 



* Para una discusion sobre flexidn en vigas no simetricas, vease S. P. Timoshenko, 
"Strength of Materials”, 3a. Ed., Parte I, D. Van Nostrand Co., Inc., Princeton, N. J„ 
1955, Pags, 235-244. 

** Vease, por ejemplo, S. P. Timoshenko, ibid.. Parte II, 1956, Pags. 255-273. 
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3.3-2. La armadura plana mostrada en la figura esta sujeta a dos sistemas 
de cargas: (1) carga aislada P 1 y (2) carga aislada P s . La rigidez axial EA 
es la misma para todos los miembros. Encontrar las translaciones del nudo D 
en la direccidn de x y del nudo B en la direccidn de y para cada sistema de carga. 



Up, 

Prob. 3.3-2 


3.3-3. Encuentre las translaciones del nudo A en las direcciones de x, y 
y z para la armadura en el espacio (vease la figura). Los apoyos B, C y D 
estan en el piano x-y. Tome en consideration los siguientes datos: las areas 
de los miembros 1 y 2 son 1.0 pig 2 , el area del miembro 3 es 3.0 pig 2 , 
P = 6 kips, y 30 000 kips/plg 2 . 



Prob. 3.3-3 


3.4-1. Determine los desplazamientos del nudo A para una viga con 
un voladizo (vease la figura). Los desplazamientos se deben tomar en el 
siguiente orden: translacion en la direccion y y giro en el sentido de z. 
Suponga que hay dos sistemas de carga ( unicamente la carga uniforme w, 
y solo las fuerzas concentradas P) y que El es constante en la viga. 


i y 



Prob. 3.4-1 
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3.4-2. La viga en voladizo ABC mostrada en la figura esta reforzada a 
lo largo de la region AB, por lo que el momento de inercia de AB es 3/ 
mientras que el de BC es I. Encuentre los desplazamientos en los puntos B y C 
(translacion en la direccion de y y giro en el sentido de z) debidos a la 
carga P. 



Prob. 3.4-2 y Prob. 3.4-3 


3.4-3. Resuelva el problema anterior incluyendo los efectos de deforma- 


ciones por cortante, asx como deformaciones 


por flexidn. Suponga que la 


rigidez al cortante de ambos miembros de la viga es GA/f. 


3.5-1. Determine la translacion del nudo JB en la direccidn de y y la 
translacion del nudo A en la direccidn de x para el marco piano mostrado 
en la figura. Considere unicamente los efectos de deformaciones por flexidn 
y suponga que El es constante para todos los miembros. 



Prob. 3.5-1 


3.5-2 Encuentre la translacion del punto C en la direccidn de y del 
marco piano (vea la figura). Tome en cuenta ambas deformaciones, axial y 
por flexion, y suponga que E, I y A son los mismos para todos los miembros. 
iambien suponga que w = P/L. 
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3.6-1. La parrilla mostrada en la figura descansa en el piano x-z y esta 
libremente apoyada en A, B y C. Las cargas en la parrilla consisten en una 
fuerza concentrada P y un par de torsion M actuando en el punto medio del 
miembro AB. (Tal juego de cargas es el equivalente estatico de una fuerza 
P aplicada excentricamente). El nudo en B es una conexion rigida entre los 
dos miembros. Cada miembro tiene una rigidez a la flexion El y una rigidez 
a la torsion GJ. Encuentre los giros en los sentidos de x y z en los puntos 
A y C. 



Prob. 3.6-1 


3.9-1. La armadura plana mostrada en la figura soporta una carga P 
en el nudo A. La rigidez axial de todos los miembros es EA. Encuentre el 
vector A m de fuerzas axiales en todos los miembros, y encuentre los despla- 
zamientos del nudo A ( translaciones en las direcciones de y y x). 



Prob. 3.9-1 

3.9-2. Determine todas las fuerzas axiales de la armadura (vease la figura). 
Suponga que L = 20 pies, E es constante para todos los miembros, el area 
de los miembros 1, 2 y 3 es 4.0 pig-, el area de los otros miembros es 2.0 
pig 2 y P = 30 kips. 



Prob. 3.9-2 
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3.9-3. En la armadura plana mostrada en la figura encuentre las fuerzas 
axiales en las barras y la translacion del punto A. Suponga que L, E y A 
son las mismas para las tres barras. 



Prob. 3.9-3 


3.9-4. Determine las reacciones (esto es, la fuerza en la direccion de 
y y el par en el sentido de z en los nudos A y C) para la viga con extremos 
empotrados (vea la figura). Suponga que EI r = 2 El y EI n _ = El. Considerese 
AB y BC como los miembros 1 y 2, respectivamente. 



Prob. 3.9-4 

3.9-5. Calcule el giro en el sentido de z del apoyo A de la viga continua 
mostrada en la figura. Suponga que El es constante para todos los claros 
y que P = wL. Numere los miembros de izquierda a derecha a lo largo 

de la viga. 



Prob. 3.9-5 

3.9-6. Encuentre la fuerza cortante y el momento flexionante en el nudo 
B del miembro AB en la estructura plana mostrada en la figura. Note que 
los momentos de inercia de los miembros 1, 2 y 3 son 21, 81 e I, respectiva- 
mente. Tambien, calcule la translacion del nudo C en la direccion de x, si 
E = 30 000 kips/plg 2 e I = 200 pig 4 . Considerense unicamente los efectos 

de deformaciones por flexion. 
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Prob. 3.9-6 


3.9-7. La estructura plana mostrada en la figura esta sujeta a una 
carga uniforme w a lo largo del claro BC y un momento M actuando en el 
nudo B. Determine las reacciones en el apoyo A (fuerzas en las direcciones 
de y y x, y momento en el sentido de z) y los giros en los nudos B y C. 
Seleccione las reacciones en el apoyo C como las redundantes y unicamente 
considere los efectos de deformaciones por flexidn. Suponga que M = 2wL-, 
H = L y que El es constante. 


y 



z 


Prob. 3.9-7 

3.9-8. La estructura plana mostrada en la figura debe ser analizada 
utilizando las siguientes redundantes: Q, es el momento flexionante a una 
distancia pequena a la izquierda del nudo B (positivo cuando la parte de arriba 
del miembro esta en compresion) y Q 2 es la fuerza de reaccion en el apoyo 
C. Determine las reacciones en los apoyos A y D, y el giro en el nudo B. 
Considere unicamente los efectos de flexidn y suponga que El es constante 
para todos los miembros. 
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Prob. 3.9-8 


3.9-9. Determine los giros en el nudo C en los sentidos de x y z para 
la parrilla del Prob. 2.3-18. Suponga que los miembros AB, BC y CD son los 
miembros 1, 2 y 3, respectivamente. Cada miembro tiene una rigidez a la 
flexion El, una rigidez a la torsion GJ y una longitud L. Las cargas P actuan 
en los puntos medios de AB y BC. 



CAPITULO 4 


METODO DE LA RIGIDEZ 


4.1. Introduccion. La teoria de analisis por el metodo de la rigi- 
dez fue desarrollada y aplicada de una manera apropiada para calcu- 
los a mano en el Cap. 2. En los siguientes articulos el metodo es 
desarrollado ampliamente y aplicado en una manera mejor forma- 
lizada. El objetivo es introducir el analisis a una forma que facilmente 
pueda ser programada en una computadora digital. De hecho, las 
soluciones descritas en este capitulo para los seis tipos basicos de 
estructuras reticulares tienen sus partes correspondientes en la forma 
de diagramas de flujo para program as de computadoras en el si- 
guiente capitulo. Por lo tan to, el acercamiento detallado de este ca- 
pitulo constituye el paso intermedio entre los calculos a mano y pro- 
gramas para computadoras. 

En el Art. 4.2 se presenta un resumen con el proposito de orien- 
tar el analisis por el metodo de la rigidez hacia los programas para 
las computadoras. Como las rigideces de los miembros tienen un papel 
esencial en los analisis de todos los tipos de estructuras reticulares 
este topico sera tratado en el Art. 4.3. As! pues, esta information 
estara disponible para su uso en el capitulo. Entonces, de los Arts. 
4.4 al 4.7, ciertos aspectos del analisis por el metodo de la rigidez 
son reorganizados en un formato que es apropiado para propositos 
de program acion. La reorganization necesaria se explica junto con 
un ejemplo familiar que ha sido previamente resuelto. Los articulos 
restantes del capitulo tratan de las aplicaciones de los diferentes tipos 
de estructuras reticulares. Por simplicidad, unicamente se conside- 
raran en este capitulo los efectos de las cargas sobre la estructura. 
Los metodos que tratan cambios de temperatura, deformaciones pre- 
vias, desplazamiento de apoyos, y otros efectos, se describen en el 
Cap. 6. 

4.2. Principales caracterlsticas del metodo de la rigidez. Las ecua- 
ciones basicas del analisis por el metodo de la rigidez fueron previa- 
mente discutidas en el Cap. 2. Cuando unicamente se toman en cuenta 
los efectos de las cargas sobre la estructura, las ecuaciones para los 
desplazamientos de nudo, acciones de extremo de los miembros y 
reacciones, son: 
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Ad = Adl "F SD 
Am = A ml ~F AmdD 
Ar = Arl + ArdD 


(2-23) 

repetida 

(2-25) 

repetida 

(2-26) 

repetida 


En la primera de estas ecuaciones, el vector Ad consiste de cargas 
correspondientes a los desplazamientos desconocidos D, el vector A DL 
esta compuesto de acciones artificiales de restriccion en la estructura 
fija correspondiente a los desplazamientos D y causadas por otras 
cargas que no sean las de A Dj y la matriz de rigidez S corresponde a 
los desplazamientos D. En la segunda ecuacion, el vector A M esta 
formado por las acciones de extremo de los miembros en la estruc- 
tura real, A ML es un vector de acciones de extremo de miembro en 
la estructura fija debidas a las cargas, y A MD es una matriz de ac- 
ciones de extremo debidas a los valores unitarios de los desplaza- 
mientos de nudo. En la tercera ecuacion, el vector A R representa las 
reacciones en los apoyos de la estructura real, A RL es el vector de 
las cantidades correspondientes en la estructura fija sujeta a las 
cargas, y A RD es una matriz de reacciones de apoyo debidas a los va- 
lores unitarios de los desplazamientos de nudo D. 

Cuando se resuelven problemas a mano, uno puede generar las 
matrices en las ecuaciones de amba en cualquier forma convenient^ 
sin perdida de eficiencia, como se liizo en el Cap. 2. Las ecuaciones 
son apropiadas para calcular ciertas acciones de extremo y reacciones 
de un miembro seleccionado en estructuras relativamente simples. 
Sin embargo, si la estructura por analizar es grande y complicada 
y todas las acciones de extremo de los miembros y reacciones van a 
ser determinadas, las ecuaciones anteriores no son eficientes. Ade- 
mas, las estructuras grandes y complicadas no pueden ser analizadas 
directamente a mano, por lo que los calculos deben ser llevados por 
una computadora digital. En un programa de computacion se hace 
necesano manejar toda la informacion acerca de las estructuras y 
las cargas en una forma altamente organizada. Asi, debe seguirse 
un camino seguro que permita a la computadora procesar un gran 
numero de informacion por un procedimiento rutinario. 

Un programa de computacion para el analisis de una estructura 
por el metodo de la rigidez se divide convenientemente en varias 
fases. Estas fases no son iguales a las del Cap. 2 para calculos a 
mano. La diferencia estriba en el hecho de que cuando se usa una 
computadora se desea trabajar con todos los datos pertenecientes 
a la estructura desde un principio. Estos pasos incluyen la formation 
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de la matriz de rigidez, que es una propiedad de la estructura. Subse- 
cuentemente, se manipulan los datos de carga, despues de lo cual 
se calculan los resultados finales del analisis. Esta secuencia es par- 
ticularmente eficiente si se considera mas de un sistema de carga, 
ya que las fases iniciales de los calculos no necesitan repetirse. Las 
fases aconsiderar en, las discusiones subsecuentes son las que siguen: 

( 1 ) Ordenar los datos de la estructura. La informacion que se 
refiere a la estructura debe ser ordenada y registrada. Esta infor- 
macion incluye el numero de miembros, el numeros de nudos, el 
numero de grados de libertad y las propiedades elasticas del material. 
La localization de los nudos de la estructura esta especificada por 
medio de coordenadas geometricas. Ademas, se deben dar las propie- 
dades de las acciones de cada miembro de la estructura. Finalmente, 
las condiciones de restriccion en los apoyos de la estructura deben 
identificarse. En un programa de computacion, toda informacion es 
codificada en una forma conveniente, como se mostrara subsecuente- 
mente en este capitulo y tambien en el Cap. 5. 

(2) Generaci&n e inversion de la matriz de rigidez. La matriz 
de rigidez es una propiedad inherente de la estructura y esta basada 
unicamente en los datos de la misma. En un programa de computa- 
cion es conveniente obtener la matriz de rigidez de nudo, sumando 
las contribuciones de las matrices de rigidez de miembros individual 
(una discusion de las rigideces de miembros prismaticos se da en el 
Art. 4.3). El cambio esencial del camino previo consiste en genera- 
lizar la matriz de rigidez de nudo a partir de una que se relaciona 
unicamente a los grados de libertad en la estructura a una que se 
refiere a todos los desplazamientos poslbles de los nudos, incluyendo 
los desplazamientos de los apoyos. Esta matriz de rigidez generalizada 
debera ser llamada la matriz de rigidez de nudo total, y se describe 
en el Art. 4.4. 

(3) Ordenar los datos de carga. Se deben especificar, de una 
manera tal, todas las cargas que actuan en la estructura, y que sean 
propias para un programa de computacion. Se deben dar tanto las 
cargas en los nudos como las cargas en los miembros. Las primeras 
se pueden manejar directamente, pera las ultimas se manejan indi- 
rectamente dando como datos las acciones de empotramiento cau- 
sadas por las cargas en los miembros. 

(4) Generacion de vectores asociados con cargas. Las acciones 
de empotramiento debidas a las cargas en los miembros se pueden 
convertir en cargas equivalentes de nudo, como previamente se des- 
cribio en el Art. 3.2. Estas cargas equivalentes de nudo se pueden 
sumar a las cargas reales de nudo para producir un problema en el 
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que la estructura esta imaginariamente cargada tan solo en sus 
nudos. Esta manipulation de los datos de carga se describe en el 
Art. 4.5. 

(5) Calculo de resultados. En la fase final del analisis son cal- 
culados todos los desplazamientos de nudo, reacciones y acciones 
de extremo de miembro. En esta fase hay tambien ciertas modifica- 
ciones al acercamiento previo. En particular, uno ejecuta el calculo 
de las acciones de extremo de miembro, miembro por. miembro, .en 
vez de considerar la estructura como un todo. Tales calculos requie- 
ren el uso de las matrices de rigidez de miembro, tema que se resume 
en el siguiente articulo. Un calculo simple de este tipo se demuestra 
con propositos de ilustracion en el Art. 4.6. 

Se debe notar que hay muchas posibles variaciones en la orga- 
nization del metodo de la rigidez para programas de computation. 
Las fases de analisis enumeradas arriba constituyen un acercamiento 
ordenado que tiene ciertos rasgos esenciales que son ventajosos al 
tratar con estructuras grandes y complicadas. Cada una de estas 
fases sera discutida e ilustrada por medio de un ejemplo conocido 
en los siguientes artlculos. 

4.3. Rigidez de miembro prismatico. Un coeficiente de rigidez en 
cualquier nudo de una estructura esta compuesto por la suma de las 
rigideces de los miembros que concurren a ese nudo, como se ilustro 
en los ejemplos resueltos en el Art. 2.9. Por eso, al generar la matriz 
de rigidez de nudo para una estructura, es conveniente sumar las 
rigideces de miembro en alguna forma sistematica. Tambien es con- 
veniente hacer uso de la matriz de rigidez de miembro al calcular 
las acciones finales A M en los extremos de un miembro despues de 
haber sido encontrados los desplazamientos del nudo. 

Ciertas rigideces de miembro ya han sido usadas en problemas 
anteriores. Por ejemplo, las cantidades 4 EI/L y 2 EI/L han sido usa- 
das repetidamente en analisis de vigas (vease la Fig. 2-15), y el 
termino EA/L ha aparecido en analisis de armaduras (vease el Ej. 
3 del Art. 2.9). En general, se requieren las rigideces de miembro 
de todos los tipos cuando se analizan estructuras por el metodo de la 
rigidez. Por lo tanto, todas las rigideces de un miembro prismatico 
se dan en este articulo para tenerlas a la mano en las siguientes 
discusiones. 

Para principiar la discusion, considerese el miembro prismatico 
mostrado en la Fig 4-1. Se supone que el miembro esta totalmente 
empotrado en ambos extremos, los que son 11am ados extremos j y k. 
Es conveniente desarrollar las rigideces de miembro junto con un 
juego de ejes ortogonales que esten orientados con el eje del miembro. 
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Tal juego de ejes orientados con el miembro aparece en la Fig. 4-1. 
El eje x u coincide con el eje centroidal del miembro y es positivo en 
el sentido de j a k. Los ejes y„ y son los ejes principals para el 




Fig. 4-1. Miembro restringido 


miembro, o sea, los pianos x M ~y u y x M -z M son los pianos principales 
de flexion. Se presume que coinciden el centro de cortantes y el cen- 
troide del miembro, por lo que la torsion y la flexion del miembro 
no se mezclan, pero pueden suceder independientemente una de otra. 
Esta restriction normalmente se satisface en estructuras reticulares; 
sin embargo, es posible hacer un analisis mas general si es necesario 
(vease el Art. 3.11). 

En este punto del analisis de armaduras, estructuras planas, pa- 
rrillas y estructuras en el espacio se debe mencionar que se requiere 
el uso de un juego de ejes de referencia orientados en alguna forma 
para la estructura en su totalidad. Tales ejes son conocidos como 
ejes de orientacion con la estructura y, en general, los ejes de los 
miembros son oblicuos con respecto a los ejes de la estructura. Sin 
embargo, siempre es posible obtener las rigideces de los miembros 
con respecto a sus mismos ejes, como se hace en este articulo, y en- 
tonces transformar estas rigideces a los ejes de la estructura. El pro- 
cedimiento para llevar a cabo esta transformation esta descrito mas 
adelante en este capitulo para cada tipo de estructura. 

Las propiedades del miembro mostrado en la Fig. 4-1 seran defi- 
nidas en una forma sistematica* con el proposito de programar para 
estructuras complejas. Hagase que L sea la longitud del miembro y 
A x el area de la section transversal. (El simbolo A sin el subindice 
es usado mas adelante como un identificador para las acciones.) Los 

# Este sistema de identificacidn de propiedades de miembro es usado por A. S. Hall y 
R. W. Woodhead en Frame Analysis, John Wiley and Sons, Inc., New York, 1961, Pag. V. 
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momentos prlncipaJes de inercla de la seccion transversal del miem- 
bro con respecto a los ejes y M y z M se denominan I Y e I z , respectiva- 
mente. Hagase tambien que la constante de torsion para el miembro 
sea /*, que es la misma constante J que aparece en el Cap, 2 y en los 
Apendices. Como el slmbolo J tiene como uso ser indice para los nudos 
de la estructura en un programa de computation, es conveniente el 
uso del simbolo l x para la constante de torsion. La constante de 
torsion, l x no se debe interpretar como un momento polar de inercia 
de la seccion transversal, excepto en el caso especial de un miembro 
cilindrico de seccion circular. 

Las rigideces de miembro para el miembro empotrado mostrado 
en a Fig. 4-1, son las acciones ejercidas sobre el miembro por las 
restricciones cuando se impone a cada extremo del miembro un des- 
plazamiento unitario (translaciones y giros). Los valores de estas 
acciones de restriccion se pueden obtener de la Tabla B-4 en el Apen- 
dice B. Se considera que los desplazamientos unitarios se inducen uno 
a la vez, mientras que cualquier otro desplazamiento de extremo esta 
fijo en cero, y se presume que son positivos en las direcciones de x u , 
Vu y z M . Por lo tanto, los sentidos positivos de las tres translaciones 
y de las tres rotaciones en cada extremo del miembro estan indicados 
por f lech as en la Fig. 4-1. En la figura, las flechas de una punta 
mdican translaciones mientras que las flechas de doble punta repre- 
sen tan giros. En el nudo J las translaciones estan numeradas 1, 2 y 3, 
y los giros estan numerados 4, 5 y 6. Similarmente, en el nudo k del 
miembro 7, 8 y 9 son translaciones, y 10, 11 y 12 son rotaciones. 
En todos los casos los desplazamientos estan tornados en el orden de 

1/if y Zti,, respectivamente. En una estructura en el espacio, que 
es el tipo mas general de estructuras reticulares, los desplazamientos 
de los nudos de un miembro estan numerados exactamente en este 
orden. Sin embargo, en los miembros de otras estructuras, tales como 
marcos pianos, no se requieren todas las rigideces, por lo que se 
omiten algunos de los desplazamientos y la numeration se cambia. 

Las rigideces de miembro para los posibles doce tipos de despla- 
zamientos de nudo (mostrados en la Fig. 4-1) se resumen en la Fig. 
4-2. En cada caso las diferentes acciones de restriccion (o rigideces 
de miembro) estan mostradas como vectores. Una flecha con una 
punta representa un vector fuerza; una flecha con dos puntas repre- 
senta un vector momento. Todos los vectores estan dibujados en los 
sentidos positivos, pero en las acciones de restriccion, que son origi- 
nalmente negativas, un signo menns debe preceder a la expresion 
para el coeficiente de rigideces. 

Para mostrar como se determinan las rigideces de un miembro 
considerese el caso (1) en la Fig. 4-2. Las acciones de restriccion 
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mostradas en la figura se presentan debido a un desplazamiento uni- 
tario en el extremo j del miembro en la direccion positiva de x M . 
Todos los otros desplazamientos valen cero. Este desplazamiento 
causa una fuerza de compresion pura EA X /L en el miembro. En el 
extremo j del miembro esta fuerza de compresion se equilibra por 
una accion de restriccion de EA X /L en la direccion positiva de Xa,, 
y en el extremo k del miembro la accion de restriccion tiene un mismo 
valor, pero esta en la direccion negativa de x if . Todas las otras ac- 
ciones de restriccion valen cero en este caso. 

El caso (2) de la Fig. 4-2 involucra un desplazamiento unitario 
del extremo j del miembro en la direccion positiva de y Mj mientras 
que los otros desplazamientos valen cero. Este desplazamiento causa 
momento y cortante en el miembro. E.n el extremo j las acciones de 
restriccion necesarias para mantener al miembro en equilibrio son 
una fuerza lateral de 12 EI Z /L 3 en la direccion positiva de y M , y un par 
6EI Z /L 3 en la direccion positiva de z M (vease la Tabla B-4). En el 
extremo k del miembro las acciones de restriccion son las mismas, 
excepto que la fuerza lateral actua en la direccion negativa de y u . 

Todas las rigideces de miembro mostradas en la figura se en- 
cuentran determinando los valores de las acciones de restriccion ne- 
cesarias para mantener el miembro deformado en equilibrio. El lector 
debe verificar todas las expresiones antes de seguir mas adelante. 
Estas rigideces se pueden utilizar para formular las matrices de rigi- 
dez para los miembros de diferentes tipos de estructuras. En el caso 
mas general (una estructura en el espacio), es posible que el miem- 
bro experimente cualquiera de los doce desplazamientos mostrados 
en la Fig. 4-2. La matriz de rigidez para tal miembro, denominada 
S M , es, por lo tanto, del orden de 12 X 12, y cada columna en la 
matriz representa las acciones debidas por uno de los desplazamien- 
tos unitarios. La matriz de rigidez de miembro de una estructura en 
el espacio esta mostrada en la Tabla 4-1 y es, por supuesto, simetrica. 
Los renglones y las columnas de la matriz estan numerados hacia 
abajo en un lado y de izquierda a derecha en la parte de arriba para 
auxiliar al lector a identificar un elemento particular. Ademas, la 
matriz esta dividida a fin de delinear las partes que estan asociadas 
con los dos extremos del miembro. 

Las matrices de rigidez de miembro requeridas para otras estruc- 
turas, tales como vigas continuas y estructuras planas, son de menor 
orden que la matriz mostrada en la Tabla 4-1. Esto es porque solo 
ciertos desplazamientos de extremo mostrados en las Figs. 4-1 y 4-2 
se consideran en el analisis de tales estructuras. Como ejemplo de 
como se forma una matriz de rigidez de miembro, sera encontrada 
la matriz de rigidez para un miembro como viga continua. 
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Fig. 4-2. Rigideces de miembro : (1) translacion unitaria de j en el eje x„; (2) translacion unitaria de j en el eje y„, 
(3) translacion unitaria de j en el eje z u ; (4) giro unitario en j alrededor deJ eje x M ; (5) giro unitario en j alrededor e 
eje y l( ; (6) giro unitario en j alrededor del eje z M ; (7) translacion unitaria de k en el eje x M ; (8) translacion unitaria de n 
en el eje y M ; (9) translacion unitaria de k en el eje z, f ; (10) giro unitario en k alrededor del eje x M ; (11) giro unitario en 
k alrededor del eje y w ; y (12) giro unitario en k alrededor del eje Zjf 
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Considerese ahora un miembro de una viga continua entre dos 
apoyos libres llamados j y k, segun se muestra en la Fig. 4-3a. Las 
direcciones de los ejes x M , y u y z M estan tomadas como se muestra 
en la figura, por lo que el piano x M -y u es el piano de flexion de la 
viga. En un miembro de una viga continua hay cuatro tipos signifi- 



Fig. 4-3. Miembro de una viga continua 


cantes de desplazamientos que pueden ocurrir en los extremos del 
miembro. Estos desplazamientos estan indicados en la Fig. 4-3b por 
los vectores numerados del 1 al 4. La rnatriz correspondiente a la ri- 
gidez del miembro es de’ orden de 4 X 4 y esta mostrada en la 
Tabla 4-2. Los elementoi. ue esta rnatriz se obtienen de los casos 
(2), (6), (8) y (12) de la Fig. 4-2. 

Para problemas de vigas continuas, en las que los apoyos no per- 
miten desplazamientos en los nudos, solo son posibles los giros mos- 
trados en la Fig. 4-3c. En tal caso se pueden suprimir el primer y 
tercer renglones y columnas d? S M , y la reduccion y la rnatriz de rigi- 
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dez de miembro reducida consistirla de los elementos restantes como 
se muestra en la Tabla 4-3. 

La matriz de rigidez de miembro dada en la Tabla 4-2 se utilizara 
en el analisis de vigas continuas. Las matrices de rigidez de miembro 
para otros tipos de estructuras reticulares seran discutidas en articu- 
los posteriores. 


TABLA 4-2. 


S 


MATRIZ DE RIGIDEZ DE MIEMBRO DE UNA VIGA 



PRISMATICA 


12 EIz 

6 EIz 

12 El z 

6 EIz 

L 3 

L 2 

L 3 

L 2 

6 EIz 

4EI Z 

6 EIz 

2EI Z 

L 2 

L 

L 2 

L 

12 EIz 

QEIz 

12 EIz 

QEIz 

L 3 

L 2 

L 3 

L 2 

QEIz 

2EI Z 

QEIz 

±EI Z 

L 2 

L 

L 2 

L 


! 


TABLA 4-3. MATRIZ REDUCIDA 

DE RIGIDEZ DE MIEMBRO 


r*4 Eiz 

2 EI Z ~ 



L 

L 


Sm = 

2 I$Iz 

4EIz 



L 

L 

! 


4.4. Matriz de rigidez de mido total. El concepto de la matriz de 
rigidez de nudo total sera explicado en la viga de dos claros mostrada 
en la Fig. 4-4a. Esta viga es la misma previamente analizada en el 
Cap. 2, excepto que no se indica un sistema particular de carga. 
Como en el ejemplo anterior, supongase que la rigidez a la flexion 
EI Z de la viga es constante a traves de toda su longitud. A fin de 
identificar los diferentes desplazamientos de nudo, considerese que 
la viga descargada esta completamente empotrada en todos sus nudos, 
como se muestra en la Fig. 4-4b. En esta figura se indica un sistema 
de numeracion para los seis posibles desplazamientos de nudo que 
podrian ocurrir en la estructura. Los primeros dos (los giros en B 
y C) pueden ocurrir libremente, pero los ultimos cuatro (la trans- 
lacion y giro en A y las translaciones en B y C) estan restringidos 
por los apoyos. 

Uno puede pensar en terminos de generar para esta estructura 
una matriz de la rigidez de nudo total Sj, que contiene terminos para 
todos los desplazamientos de nudo posibles, incluyendo aquellos res- 



Fig. 4-4. Ejemplo de una viga continua 
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tringidos por los apoyos. La construction de una matriz tal para esta 
viga toma en consideration los seis desplazamientos unitarios mos- 
trados en las Figs. 4-4c a 4-4h. Estas figuras senalan translaciones 
unitarias verticales (supongase que son positivas hacia arriba) y gi- 
ros unitarios ( supongase que son positivos si son en sentido contrario 
al de las manecillas del reloj) en la secuencia indicada por el sistema 
de numeration (Fig. 4-4b). Las acciones de restriccion resultantes 
mostradas en las figuras se convierten en elementos de la matriz de 
rigidez de nudo (la convention de signos para las acciones de restric- 
cion corresponde a la misma de los desplazamientos). Las acciones de 
restriccion en la Fig. 4-4c, por ejemplo, constituyen los elementos 
de la primera columna en la matriz de rigidez de nudo $j. El primer 
elemento es 8EI/L , el segundo elemento es 2 EI/L, el tercero es 6 EI/L 2 , 
y asi, sucesivamente.* De igual modo, las acciones de las Figs. 4-4d 
hasta 4-4h constituyen los elementos de la segunda a la sexta colum- 
nas de la matriz de rigidez de nudo. Por lo tanto, el arreglo total para 
la viga de dos claros se ve que es la matriz mostrada en la Tabla 4-4. 
La matriz es del orden de 6 X 6 debido a que hay por considerar 

TABLA 4-4. MATRIZ DE RIGIDEZ DE NUDO PARA UNA VIGA 
DE DOS CLAROS 



Libre para Kestricciones 

desplazar de apoyo 


seis desplazamientos de nudo. Notese que la matriz es cuadrada 
y simetrica El desarrollo de su determinante tambien mostraria que 

* P° r conveniencia, se omite el subtndice Z del momento de inercia. 
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es singular debido al hecho de que ciertos renglones y columnas son 
combinacionea lineales de otros. Por lo que, las condiciones de fron- 
tera en el problema deben ser reconocidas en la forma de los apoyos 
reales antes de seguir mas adelante. 

Una division de la matriz de rigidez de nudo Sj, respecto a que 
si son libres los desplazamientos o estan restringidos por apoyos, se. 
indie a en la Tabla 4-4. Con esta division se puede considerar que la 
matriz consiste de cuatro partes, como sigue: 

“S ISdr" 

Sj= (4-1) 

_Srd;Srr_ 

Cada una de las submatrices en la Ec. (4-1) tiene un significado 
flsico que ahora sera explicado. 

La matriz de rigidez S en la parte superior izquierda de Sj es una 
matriz de rigidez, simetrica y cuadrada que corresponde a los despla- 
zamientos desconocidos en la estructura, esto es, a los grados de li- 
bertad. Es la misma matriz de rigidez S previamente obtenida para 
esta estructura (vease el Art. 2.8): 



La inversa de S se puede obtener de la manera usual: 

s-i = -iL_r 2,ji-n 

14JEI L — 1 i 4j . 

y despues sustituirse en la siguiente ecuacion (vease la Ec. 2-24) : 

D = S -1 (Ad -- Adl) (4-2) 

con el objeto de calcular los desplazamientos desconocidos. 

La matriz S RD es una submatriz rectangular de Sj que contiene 
acciones correspondientes a las restricciones de los apoyos, debidas 
a los valores unitarios de los desplazamientos correspondientes a los 
grados de libertad. En otras palabras, esta submatriz da las reacciones 
para la estructura debidas a los valores unitarios de los desplazamien- 
tos desconocidos D. Por lo tanto, la matriz S RD es la matriz que previa- 
mente fue llamada A RD en la Ec. (2-26). Por lo tanto, 

Srd = Ard (4-3) 

y la Ec. (2-26) puede ser reescrita en terminos de S nD , como sigue: 

Ar = Arl + SrdD 


(4-4) 



240 


a^Alisis de estructuras reticulares 

La submatriz S D r representa las acciones correspondlentes a los 
grados de libertad y causadas por desplazamientos unitarlos corres- 
pondlentes a las restricciones de apoyo. Se puede ver que- S DR es el 
transpuesto de S RD : 

Sdr = Srd 

La matriz S RR es una submatriz cuadrada y simetrica de Sj que 
contiene acciones correspondientes a las restricciones de apoyo debi- 
das a les desplazamientos unitarios correspondientes al mismo grupo 
de restricciones. Las submatrices S DR y S RR pueden ser usadas en 
el analisis de estructuras que tienen desplazamientos en sus apoyos 
(vease el Art. 6.5). 

En el ejemplo de la viga de dos claros la matriz S es solo una 
pequena parte de la matriz de rigidez de nudo Sj (vease la Tabla 4-4 ). 
Esto se debe al hecho de que la estructura esta altamente restrin- 
gida. En grandes estructuras que tienen much os nudos y relativa- 
mente pocos apoyos, la matriz S constituye la mayor parte de Sj. 

4.5. Cargas. Despues de encontrar la matriz de rigidez de nudo, 
el siguiente paso en el analisis es considerar las cargas sobre la es- 
tructura, segun se menciono en el resumen del metodo ( vease el Art. 
4.2). Es conveniente manejar inicialmente por separado las cargas 
en los nudos y las cargas en los miembros. El motivo para hacer esto 
es que las cargas de nudo y las cargas de miembros se tratan en for- 
mas diferentes. Las cargas de nudo estan listas para colocarlas de 
inmediato en un vector de acciones que se usara en la solucion, pero 
las cargas sobre los miembros seran tomadas en cuenta calculando las 
acciones de empotramiento que producen. Estas acciones de em- 
potramiento podran ser transformadas a cargas equivalentes de nudo 
y combinadas con las cargas reales de nudo sobre la estructura (vease 
el Art. 3.2 para una discusion de cargas equivalentes de nudo). 

Las cargas aplicadas en los nudos podran agruparse en un vec- 
tor A, el cual contiene las cargas aplicadas correspondientes a todos 
los desplazamientos de nudo posibles, incluyendo aquellos en los apo- 
yos restringidos. Los elementos en A se numeran en la misma forma 
que los desplazamientos de nudo. Para el ejemplo de la viga de dos 
claros, el sistema de numeracion esta mostrado en la Fig. 4-4b. Si 
la viga esta sujeta a las cargas mostradas en la Fig. 4-5a (que muestra 
la? mismas cargas de la Fig. 2-14), las cargas de nudo son el par M 
en el nudo B y la fuerza P 3 en el nudo C. Por lo tanto, el vector A 
tom a la forma* 

* Segun se menciond previamente en el Cap. 3, se usan parentesis ( } 

un vector columna que esta escrito en un rengldn. 
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A = {M, 0, 0, 0, 0, P 3 } 

o, sustituyendo para M y para P 3 los valores mostrados en la figura: 

A = {PL, 0, 0, 0, 0, P) 

El momento M y la fuerza P 3 en el vector A son positivos, debido a 
que M actua en sentido contrario al de las manecillas del reloj y 
P 3 actua hacia arriba. En general, las cargas de nudo en una viga 
continua pueden ser una fuerza y un par en todos los nudos. 

Las cargas restantes sobre la estructura (Ppy P 2 ) actuan directa- 
mente sobre los miembros y estan mostradas actuando sobre los dos 
miembros de la estructura fija en la Fig. 4-5b.' Tambien se muestran 
en la figura las acciones de empotramiento en los extremos de los 
miembros. Estas acciones de empotramiento pueden agruparse en una 
matriz rectangular A M l en la que cada renglon contiene las acciones 
de extremo para un miembro dado. Previamente, la matriz A ML se 
manejo como un vector (vease la Ec. 2-25). Sin embargo, cuando 
todas las acciones de extremo de todos los miembros se van a consi- 
derar en el analisis, se hace mas conveniente manejar A ML como una 



2 2 2 2 


(b) 



(c) 

Fig. 4-5. Cargas combinadas de nudo 
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matriz rectangular. Por lo tanto, la definition del significado de 
A ml permanece igual, pero su formato cambia. En una viga hay dos 
fipos importantes de acciones de empotramiento, a saber, las fuerzas 
cortantes y los momentos. En consecuencia, cada renglon de la ma- 
triz A ml contendra para un miembro la fuerza cortante y el momento 
en el extremo izquierdo y la fuerza cortante y el momento en el 
extremo derecho, en ese orden. Como se muestra en la Fig. 4-5b, 
las acciones de empotramiento sobre el miembro AB son la fuer- 
za cortante P x /2 y el par PiL/8 en el extremo izquierdo, y la fuerza 
cortante Pi/2 y el par —Pj.L/8 en el extremo derecho. Estas acciones 
constituyen el primer renglon de la matriz A ML . El segundo renglon 
se construye en una forma similar aparte de las acciones de extremo 
para el miembro BC. Por lo tanto, la matriz es 




P1L 

Pi 

PiL 

8 

2 

8 

PoL 

P 2 

PPL 

8 

2 

8 


En general, esta matriz tendra tantos renglones como miembros ten- 
ga la estructura. Cuando los valores mostrados en la Fig. 4-5a son 
sustituidos por las cargas, la matriz A ML se convierte en 


Aml 



P PL P 
2 8 2 



Cuando las acciones de empotramiento de A ML se invierten en di- 
rection, constituyen las cargas equivalentes de nudo, y para la viga 
de dos claros estan mostradas en la Fig 4-5c. Las cargas en los nudos 
A y C son, simplemente, la inversa de las acciones en la Fig. 4-5b, 
mientras que las cargas equivalentes en el nudo B consisten de las 
sumas de las acciones de los miembros AB y BC. Estas cargas eq.ui- 
valentes de nudo pueden ser colocadas en un vector A E que fiene 
la misma forma que el vector A de las cargas reales de nudo: 

* JP.L P 2 L P 2 L P x P x L Pi P 2 PA 

kE = XT-~^' T' T’ ~J ~j’ ~2 ;; 

o, con los valores apropiados sustituidos por las cargas, 


Ae = 


PL PL 

O } O *1 



Las cargas equivalentes de nudo estan colocadas en este vector en 
la secuencia dada por el sistema de numeration en la Fig. 4-4b, y los 
signos se determinan por la convention previamente descrita. 
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Las cargas reales de nudo (vector A) pueden sumarse a las 
cargas equivalentes de nudo (vector A E ) para producir el vector 
de cargas combinadas A c : 

Ac = A 4- Ae (4-5) 

Sustituyendo en la Ec. (4-5) los valores de los vectores A y A E ob- 
tenidos arriba, se tiene: 

A - /9PL PL PL 3 P P'1 

Ac -j 8 T’ ~ P ’ T’ I"’ 2/ 

Se puede ver que el vector A c consiste de dos partes. La primera 
(los primeros dos elementos en el ejemplo) representa la suma de 
las cargas reales y equivalentes de nudo correspondientes a los grados 
de libertad conocidos en el problema. Por lo tanto, esta parte de A c 
es realmente el vector A D (o An — A D l con A DE un vector nulo) en las 
Ecs. (2-23) y (4-2). La segunda parte del vector A 0 (los ultimos cua- 
tro elementos en el ejemplo) consiste de la suma de las cargas reales 
y equivalentes de nudo correspondientes a las restricciones de apoyo 
sobre la estructura. Si los signos de los elementos de esta parte de 
A c son invertidos, aparece el vector A RL en la Ec. (4-4). En resumen, 
el vector de cargas combinadas A c se ve que esta compuesto como 
sigue : 


En el ejemplo. 


9 PL PL 
8 ’ 8 


D PL 3 P P 

p ’T’T’-2 


La formation de los vectores A^ y A RL en la forma arriba indi- 
cada fija la etapa para la termination del analisis de la estructura. 
El hecho de que los efectos de las cargas sobre los miembros se hayan 
puesto en la forma de cargas equivalentes de nudo, automaticamente 
implica que el vector A es nulo (todos los elementos iguales a cero). 
Por este acercamiento, las Ecs. (2-23) y (4-2) se pueden simplificar 
como sigue : 


(4-7) 



244 


ANALISIS DE ESTRUCTUKAS RETXCULARES 

D = S _1 A d (4-8) 

4.6. Calculo de resultados. En la fase final del analisis, las ma- 
trices generadas en los pasos previos (veanse los Arts. 4.4 y 4.5) se 
sustituyen en las ecuaciones apropiadas con el proposito de calcolar 
los desplazamientos de nudo desconocidos, D, las reacciones A R y 
las acciones de extremo, A u , de los miembros. Los desplazamientos 
desconocidos D, se encuentran por sustitucion de las matrices S~ x y 
A d en la Ec. (4-8). Para la viga de dos claros (Figs. 4-5a), la solu- 
tion se convierte en 



Las reacciones A R se encuentran sustituyendo las matrices A RL , S RD 
y D en la Ec. (4-4). Esta sustitucion para el ejemplo produce el si- 
guiente resultado: 



Los resultados dados arriba para los vectores D y A R son los mismos 
previamente obtenidos en el Art. 2.8. 

Las acciones de extremo A M del miembro podrian ser obtenidas 
usando la Ec. (2-25), segun se hizo en el Cap. 2. Sin embargo, en 
los ejemplos del Cap. 2 unicamente unas cuantas acciones de extiremo 
seleccionadas fueron calculadas. Si todas las acciones en los extremos 
de todos los miembros se van a calcular, es mas conveniente tra- 
bajar con un miembro a la vez en lugar de con toda la estructura. 
Las acciones de extremo finales en un miembro dado consisten de 
la superposition de las acciones de empotramiento iniciales y los 
efectos adicionales causados por los desplazamientos de los extremos 
del miembro. Esta superposition de acciones esta expresada para el 
iesimo miembro en una estructura por la siguiente ecuacion, la cual 
tiene una forma similar a la Ec. (2-25). 

{Am} i = {A ml) i + [8.1/]; {Lb/} ; 


(4-9) 
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En esta expresion {A*/} i es el vector de acciones finales de extremo 
para el miembro. El primer termino en el lado derecho de la ecuacion, 
que es {A ML }i, es un vector de acciones de empotramiento para el 
miembro. En otras palabras, este vector contiene los elementos de 
el iesimo renglon de la matriz rectangular A ML descrita en el Art. 4.5. 
El segundo termino en el lado derecho de la Ec. (4-9) consiste del 
producto de la matriz de rigidez de miembro [Sj/]i y el vector 
Los elementos del ultimo son los desplazamientos de los extremos 
del miembro.* 

La Ec. (4-9) sera ahora aplicada en el ejemplo. Dejese que los 
miembros AB y BC sean llamados miembros 1 y 2, respectivamente. 
Entonces {A*/}! consistira de cuatro elementos, que son el cortante 
y el momento en el extremo izquierdo del miembro AB y el cortan- 
te y el momento en el extremo derecho, tornados en ese orden. Simi- 
larmente, {An}, esta compuesto de las cuatro acciones de extremo 
para el miembro BC. 

En el ejemplo el vector { A Uh } a , que consiste de las acciones de 
empotramiento para el miembro AB, sale del primer renglon de la 
matriz A M l; por lo tanto: 


{Aml}i 




Similarmente, el vector {A ml } 2 de acciones de empotramiento para 
el miembro BC consiste de los elementos del segundo renglon de A M l: 


{A ml} 2 


fP PL P PL1 
12 J 8 ’ 2’ ~ 8 J 


Considerense ahora los desplazamientos D u en los extremos de 
los miembros. El unico desplazamiento de extremo que el miembro 
AB experimenta es el giro de su extremo derecho. La translation y 
rotation en su extremo izquierdo y la translation en su extremo de- 
recho valen cero debido a las restricciones de apoyo. Por lo tanto, 
el vector de desplazamientos de extremo para el miembro AB es 


{Dm} i = 



17 PL 2 ] 
112EI j 


En esta expresion el subindice 1 denota el hecho que el vector se 
refiere al primer miembro en la estructura. El orden en que los des- 
plazamientos de extremo estan colocados en el vector sigue al modelo 
dado en la Fig. 4-3b. Similarmente, los desplazamientos de extremo 
en el miembro BC pueden ser colocados en un segundo vector como 
sigue : 


* La Ec. (4-9) es tambi^n anaJoga a la Ec. (3-24), previamente usada en el m6todo 
de la flexibilidad. 
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{Dm} 2 



17 PL 2 
112 EI ? 


0 , 


5 PL 2 \ 
112EI J 


Teniendo a la mano los vectores de arriba, uno puede entonces 
apUcar dos veces la Ec. (4-9) (una vez por cada miembro) a fin de 
valuar las acciones de extremo finales en los miembros AB y BC. En 
ambas aplicaciones, la matriz [S if ]z de rigidez de miembro es la 
misma (debido a los claros iguales y a la rigidez de flexion cons- 
tante), y esta dada en la Tabla 4-2 (vease el Art. 4.3). Por lo tanto, 
las ecuaciones se convierten 


{Am} i — {A ml} i + 


“ p " 


“ 0“ 



”107 ‘ 

PL 


0 




4 

+ [S M ]l 

PL 2 

P_ 

31L 

0 

P 

112 El 

56 

5 

PL 


17 




4 _ 




20 L 


{Am} 2 — {Aml}z + [Sm]2{Dm} 2 


- p - 


- 



- 

2 


0 



64 

PL 


17 




8 

+ [*Sm]2 

PL 2 

P 

36 L 



P 

0 

112 El 

56 


2 




-8 

PL 






8 _ 


— 5 



0 


En esta forma, todas las acciones de extremo de los miembros han 
sido obtenidas. 

Los calculos anteriores pueden aparecer al principio innecesaria- 
mente extensivos y engorrosos y, desde luego, lo son para la pequeha 
estructura usada como ejemplo. La ventaja, sin embargo, descansa 
en el hecho de que representan un procedimiento ordenado que puede 
ser programado con rapidez para una computadora y, por lo tanto, 
puede ser aplicado repetidamente a cualquier numero de miembros. 

4.7. Sistemas de numeracion arbitrarios. En los articulos ante- 
riores la viga de dos claros mostrada en las Figs. 4-4 y 4-5 se dis- 
cutio de acuerdo con un sistema de numeracion particular para los 
desplazamientos de nudo indicados en la Fig. 4-4b. Este sistema de 
numeracion identifica primeramente todos los desplazamientos que 


son libres de suceder y, en seguida identifica los posibles desplaza- 
mientos correspondientes a las restricciones de apoyo. En cada una 
de las dos categorias, los desplazamientos estan tornados en un orden 
conveniente con las translaciones precediendo a los giros en cada 
nudo. Sin embargo, generalmente es preferible, en un analisis prac- 
tico, poder numerar los desplazamientos en una forma arbitraria. 
Entonces, todas las matrices requeridas en el analisis pueden ser 
generadas de conformidad con el sistema de numeracion arbitraiio. 
Subsecuentemente, estas matrices pueden ser arregladas de nuevo, 
a fin de que correspondan a un sistema de numeracion del tipo mos- 
trado en la Fig. 4-4b. En otras palabras, el nuevo arreglo de las ma- 
trices es equivalente a la transformation del sistema arbitrario de 
numeracion al sistema original de numeracion. Al hacer esto, las 
diferentes matrices pueden ser divididas en una forma que separe 
los elementos asociados con los grados de libertad de aquellos aso- 
ciados con las restricciones de apoyo. 

Considerese de nuevo a la viga de dos claros de la Fig. 4-4 e ima- 
glnese que esta completamente restringida en todos sus nudos, segun 
muestra la Fig. 4-6. Se puede considerar que la estructura puede ser 
desunida de cualquier numero particular de condiciones de apoyo 
para el proposito de generar la matriz de la rigidez total de un nudo 
Sj. Si los desplazamientos de la estructura estan numerados sin con- 
siderar los grados de libertad origin ales o las condiciones de apoyo 
original, una variedad de proyectos de numeracion puede ser usa- 
da. En la Fig. 4-6 se indica un sistema conveniente de numeracion 



A B C 


Fig. 4-6. Sistema arbitrario de numeracion 

(comparese la Fig. 4-6 con la Fig. 4-4b). En este sistema la posible 
translation y posible giro en cada nudo estan numerados en serie y 
los nudos estan tornados en el orden de izquierda a derecha. La cons- 
truction de la matriz de rigidez de nudo Sj incluye los seis desplaza- 
mientos unitarios de la estructura restringida previamente mostrada 
en las Figs. 4-4c a la 4-4h, pero ahora deben ser tomadas en dife- 
rente orden. Para cumplir con el sistema arbitrario de numeracion, 
a cada nudo en tumo, de izquierda a derecha, se le da una translation 
vertical unitaria y en seguida un giro unitario. Por lo tanto, los ele- 
mentos de las seis columnas de Sj se pueden obtener de las Figs. 4-4e, 
4-4f, 4-4g, 4-4c, 4-4h y 4-4d en ese orden. Por ejemplo, la Fig. 4-4e 
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proporciona los elementos de la primera columna de la matriz de 
rigidez de nudo. El primer elemento es 12 EI/L 3 , el segimdo elemento 
es 6EI/L 2 , el tercer elemento es — 12EI/L 3 , el cuarto es 6EI/L 2 y los 
ultimos dos son cero. Las otras cinco columnas de Sj se obtienen 
de una forma similar. La matriz de rigidez resultante es cuadrada, 
simetrica, de orden 6 X 6 y se muestra en la Tabla 4-5. El lector 
debe rectificar todos los terminos de esta matriz refiriendose a la 
Fig. 4-4. La razon para formar la matriz Sj en la forma mostrada 
en la Tabla 4-5 es que puede hacerse automaticamente operando 
consecutivamente con todos los nudos en la estructura. 

Tambien es importante notar el modelo en que las rigideces de 
miembro contribuyen a la matriz de rigidez de nudo. Este modelo 
se indica en la Tabla 4-5 por las dos secciones de Sj delineadas por 
las llneas punteadas y que se traslapan en la parte central. La 
seccion superior izquierda de 4 X 4 recibe contribuciones de la 
matriz 'de rigidez de miembro del miembro AB (vease Tabla 4-2, 
Art. 4.3), y la seccion inferior derecha de 4X4 recibe contribu- 
ciones de la matriz de rigidez de miembro del miembro BC. Juntas, 
estas dos matrices de rigidez de miembro (que son ambas las 
mismas en este ejemplo) constituyen la matriz de rigidez de nudo 
para la viga de dos claros. En la porcion de traslape de Sj, los ele- 
mentos consisten de la suma de contribuciones de los miembros 
AB y BC. Por ejemplo, el elemento (igual a 24 EI/L 3 ) es la suma 

TABLA 4-5. MATRIZ DE RIGIDEZ DE NUDO PARA LA VIGA DE LA FIG. 4r6 


— 
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de S M33 (igual a 12 EI/L 3 ) para el miembro AB mas S Mn (igual a 
12 EI/L 3 ) para el miembro BC. Similarmente, S J34 (igual a 0) es la 
suma de S M3i (igual a — 6 EI/L 2 ) para el miembro AB mas S M1 n (igual 
a 6 EI/L 2 ) para el miembro BC. Otros elementos de Sj, fuera de la 
parte de traslape pero dentro de las llneas punteadas, consisten de 
una sola contribucion de cualquiera de los miembros AB o BC. Los 
elementos de Sj fuera de las llneas punteadas valen todos cero debido 
a la naturaleza de la estructura. Por lo tanto, el uso del sistema arbi- 
trario de numeracion da como resultado una matriz de rigidez de 
nudo, en la que las contribuciones de las rigideces de miembro pue- 
den ser claramente vistas. Ciertamente, una de las caracterlsticas 
esenciales de un programa de computacion para el analisis por el 
metodo de la rigidez, incluye la formation de Sj combinando las 
contribuciones de las matrices de rigidez de los miembros indi- 
viduales. 

A fin de que la matriz de rigidez Sj en la Tabla 4-5 sea util, los 
grados reales de libertad y restricciones de apoyo en una estructura 
dada deben reconocerse, y la matriz debe ser puesta en la forma da- 
da en la Tabla 4-4 (vease el Art. 4.4). En otras palabras, la matriz 
de rigidez de nudo debe ser nuevamente arreglada intercambiando 
renglones y columnas en una forma tal que las rigideces correspon- 
dientes a los grados reales de libertad sean citadas primero y las 
correspondientes a las restricciones de apoyo sean citadas en segundo 
lugar. En el presente problema, los grados reales de libertad son los 
giros en los nudos B y C, que corresponden al cuarto y sexto renglo- 
nes y cuarta y sexta columnas de la matriz Sj. Si el cuarto y sexto 
renglones se cambian al primero y segundo renglones, en tanto que 
los otros se mueven hacia abajo sin cambiar su orden, la matriz 
toma la forma mostrada en la Tabla 4-6. 

En seguida, la cuarta y sexta columnas de la matriz de rigidez 
son cambiadas a las primeras dos columnas y todas las demas son 
cambiadas a la derecha sin alterar su orden. Este nuevo arreglo 
produce la misma matriz de rigidez de nudo simetrica que fue pre- 
viamente formada y que se muestra en la Tabla 4-4. Esta matriz de 
aqul en adelante se llamara matriz de rigidez de nudo de nuevo arre- 
glo. Como antes, puede ser dividida en la forma indicada por la 
Ec. (4-1). 

Los vectores de carga A, A E , y A c pueden tambien construirse 
en union con un sistema arbitrario de numeracion y en seguida 
volverse a arreglar y dividir de acuerdo con los grados de libertad 
reales y las restricciones de apoyo. Ya que el ultimo de estos vec- 
tores es la suma de los dos primeros (vease la Ec. 4-5), es posible 
volver a axreglarlo en cualquiera de las dos formas. Los dos primeros 


Miembro BC 
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TABLA 4-6. MATRIZ DE RIGIDEZ DE NUDO CON NUEVO ARREGLO 

DE RENGLONES 
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vectores (A y A E ) pueden ser formados de conformidad con el sis- 
tema arbitrario de numeracion, nuevamente arreglados, y en seguida 
sumados. Como resultado, el vector A c esta automaticamente en 
forma rearreglada. Altemativamente, los vectores A y A E pueden 
formarse con el sistema arbitrario de numeracion y en seguida su- 
marse para dar Ac- Entonces, como paso final el vector A c debe ser 
rearreglado. 

Para ilustrar el ultimo de estos dos procedimientos, imagine que 
los vectores de carga A y A E se obtienen para la viga de 'la Fig. 4-5a, 
utilizando el sistema arbitrario de numeracion mostrado en la Fig. 
4-6. De los datos del Art. 4-5, se puede ver que estos vectores ahora 
se convierten en 


Ae = 


A = {0, 0, 0, PL, P, 0} 



PL 3 P PL P PL} 

4 ’ 2 ’ 8 ’ 2’ 8 J 


La suma de los vectores (vease la Ec. 4-5) es 

* / D PL 3 P 9PL P PL I 

Ac = |-p, ■ -7-J-J7} 

que tambien esta de acuerdo con el sistema arbitrario de numera- 
cion. Entonces el vector Ac debe ser rearreglado de acuerdo con el 
sistema de numeracion de la Fig. 4-4b moviendo los elementos cuar- 
to y sexto a la primera y segunda posiciones y moviendo los demas 
hacia el extremo sin cambiar su orden. Este rearreglo produce a A c 
en la misma forma en que fue originalmente construido en el Art. 4.5: 
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f ? PL PL 

1 8 T’ - p - 


PL __3 P P\ 
4 ’ 2 ’ 2j 


Este vector puede ser dividido como previamente se muestra en la 
Ec. (4-6). 

Despues que las matrices fueron rearregladas y divididas, se- 
gun se describio amba, el res to del analisis es el mismo que el 
descrito en el Art. 4.6. 

4.8. Analisis de vigas continuas. Las vigas continuas por discu- 
tir en este articulo se supone que consisten de miembros prismaticos 
rigidamente conectados entre si y apoyados en varios puntos a lo 
largo de sus longitudes. Los nudos de una viga continua seran nor- 
malmente seleccionados en los puntos de apoyo y en cualquier ex- 
tremo libre o en voladizo. Sin embargo, en los casos donde hay 
cambios en las secciones transversales entre los puntos de apoyo, 
de tal forma que el miembro consista de dos o mas segmentos pris- 
maticos, siempre es posible analizar lai viga considerando que existe 
un nudo en el cambio de seccion (vease el Prob. 2.9-14). Esta tec- 
nica para resolver, sera ilustrada en el ejemplo del siguiente articulo. 
Otro metodo de analisis de una viga cori cambios en su seccion, y que 
no requiere introduccion de nudos adicionales a la estructura, se 
describira en el Art. 6.8. 



/ 2 4 2 j 2k 2m 2 / 77+2 


z 

(b) 

/I k\ 

IP 

/'' /" 
j 2 k2 

(c) 

Fig. 4-7. Sistema de numeracion para una viga continua 
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Una viga continua que tiene m miembros y m + 1 nudos esta 
mostrada en la Fig. 4-7a. El piano x-y es el piano de flexion de la 
viga. Los miembros en la figura estan numerados arriba de la viga, 
y los nudos estan numerados bajo la viga. En cada caso, la nume- 
racion es de izquierda a derecha a lo largo de la viga. La parte central 
de la Fig. 4-7a muestra el iesimo miembro empotrado en su extremo 
izquierdo en un nudo designado como nudo ], y empotrado en su 
extremo derecho en un punto designado como nudo k. Notese que 
el sistema de numeracion para los miembros y para los nudos es 
tal que el nudo numero j debe ser numericamente igual al miembro 
numero i, y el nudo numero k debe ser igual a i + 1. Esta relacion 
particular entre la numeracion de los miembros y la numeracion de 
los nudos, es por supuesto, valida unicamente para vigas continuas. 
Tambien, se puede ver que en este caso el numero total de nudos, 
llamadas de aqui en adelante como n } , es siempre uno mas que el 
numero de miembros; por lo tan to, n ; - = m + 1. 

Pueden existir restricciones de apoyo de dos tipos en cualquier 
nudo de una viga continua. Estas son una restriccion contra trans- 
lacion en la direccion de y, y una restriccion contra giro respecto del 
eje z (para direcciones de ejes vease la Fig. 4-7a). Por ejemplo, se 
supone que el nudo 1 de la viga en la figura esta empotrado, y por 
lo tanto esta restringido contra translacion y giros; los nudos 2, j, 
y 77 1 estan restringidos unicamente contra translacion; y los nudos 
k y 77z + 1 no estan restringidos. 

En una viga continua los desplazamientos son debidos primers 
mente a deform aciones por flexion, y unicamente tales deformacio- 
nes seran consideradas en este artlculo. Los efectos de deformaciones 
por cortante si son necesarios se pueden incluir en el analisis, como 
se describira mas adelante en el Art. 6.11. En cualquier caso, sin 
embargo, la omision de deformaciones axiales significa que un 
maximo de dos posible.s desplazamientos pueda ocurrir en cualquier 
nudo. Estas son la translacion en la direccion de y, y el giro respecto 
del eje z. Un sistema de numeracion para todos los posibles despla- 
zamientos de nudo se indica en la Fig. 4-7b. Principiando en el ex- 
tremo izquierdo de la estructura y procediendo hacia la derecha, la 
translacion y el giro en cada nudo estan numerados en serie. Ya que 
la translacion esta numerada antes que el giro, se concluye que en 
todos los casos el numero que representa la translacion es igual a 
dos veces el numero del nudo menos uno, mientras que el numero 
del giro es igual a dos veces el numero del nudo. Por ejemplo, en el 
nudo j la translacion y el giro se numeran 2j — 1 y 2 j, respectiva- 
mente. Comentarios similares se aplican a los otros nudos, tales 
como los nudos k, m, y m + 1. Es evidente que el numero total de 
posibles desplazamientos de nudo es dos veces el numero de nudos, 
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o 2 Uj. Ademas, si el numero total de restricciones de apoyo contra 
translacion y giro se denomina n r , el numero de desplazamientos 
reales, o grados de libertad, es 

n — 2nj — n,. = 2m + 2 — n T (4-10) 


en la que n es el numero de grados de libertad. 

El analisis de una viga continua consiste en colocar las matrices 
de rigidez y carga necesarias y aplicar las ecuaciones del metodo de 
la rigidez al problema por resolver. Para este proposito, la matriz 
mas importante por formarse es la matriz de rigidez de nudo total 
Sj. La matriz de rigidez de nudo consiste de la contribucion de las 
rigideces de la viga S M previamente dada en el Art. 4.3 (vease la 
Tabla 4-2). Por ejemplo, el iesimo miembro de la viga continua 
de la Fig. 4-7 contribuye a las rigideces de los nudos j y k a los 
extremos izquierdo y derecho del miembro, respectivamente. Por lo 
tanto, es necesario relacionar los desplazamientos de extremo de 
miembro i a los desplazamientos de los nudos j y h por medio de un 
sistema apropiado de indices. 

Para relacionar los desplazamientos de extremo de un miembro 
particular con los desplazamientos de los nudos, considerese el miem- 
bro tipico i como se muestra en la Fig. 4-7c. Los desplazamientos 
de los extremos de este miembro seran denominados j 1 y ]2 en el 
extremo izquierdo, ..y kl y h2 en el extremo derecho. En ambos 
casos la translacion se enumera antes del giro. Estos son los mismos 
desplazamientos de extremo de miembro que fueron numerados 1, 2, 
3 y 4 en la Fig. 4-3b. Sin embargo, se desea el uso de una nueva 
notacion, tal como j 1, j2, kl y k2, para tener un simbolo que pueda 
ser usado en un programa de computacion para represents el nu- 
mero de desplazamientos de extremo. Los cuatro desplazamientos 
de extremo de miembro i estan relacionados a los correspondientes 
desplazamientos de nudo por las siguientes expresiones (compare las 
Figs. 4-7b y c) : 


j 1 = 2j - 1 j 2 = 2 j 

lcl = 2k - 1 k2 = 2k 


(4-11) 


Sin embargo, ya que en la viga continua de la Fig. 4-7 los numeros 
de nudo j y h son numericamente iguales a i e i + 1, respectiva- 
mente, los desplazamientos de extremo tambien son dados por 


j 1 = 2i - 1 j2 = 2 i 

kl = 2i + 1 k2 = 2i + 2 


(4-12) 


Por lo tanto, las ecuaciones de arriba sirven para indicar los posibles 
desplazamientos de nudo en los extremos izquierdo y derecho de cual- 
quier miembro i en terminos de los numeros de nudo (Ecs. 4-11) 
o de los numeros de los miembros (Ecs. 4-12). Es necesario tal sis- 
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tema de indice para el proposito de construir la matriz de rigidez 
de nudo a partir de las matrices de rigidez de miembro. El sistema 
tambien prueba ser util cuando se calculan las acciones de extremo 
en los miembros, debidas a desplazamientos de los nudos, segun se 
muestra mas adelante. 

Segun anteriormente se menciona, la matriz de rigidez de nudo 
total Sj se forma de las contribuciones de rigideces individuales 
de miembro. Por lo tan to, es conveniente imponer tales contribu- 
ciones para un miembro tipico i en la viga, y entonces repetir el pro- 
ceso para todos los miembros del lam. De nuevo se muestra un 
miembro tipico i de una viga continua en la Fig. 4-8, con miembros 
adyacentes i 1 e i + 1, tambien indicados. En la parte (a) de la 
igura la viga se muestra con un desplazamiento unitario corres- 
pondiente a jl ; o sea, una translation en la direction de y en el ex- 
tremo lzquierdo del miembro. Las cuatro acciones desarrolladas en 
os nudos j y k en los dos extremos de miembro i son los coeficientes 
de rigidez Sj y son elementos de la matriz de rigidez de nudo total. 
Cada rigidez tendra dos subindices segun aparece en la matriz de 
rigidez de nudo. El primer subindice es el numero que denota la 
localizacion de la accion misma, y el segundo es el indice para el 
desplazamiento unitario que causa la accion. Por lo tanto, la rigidez 
en 6 „ nudo 3 en la direcc ion de y tiene los subindices jl y jl, lo que 
sigmfica que la accion corresponde a desplazamientos del tipo jl y 
es causada por un desplazamiento unitario del tipo jl Esta rigidez 
esta denominada, por lo tanto, por el simbolo (Sj) h , como se 
muestra en la Fig. 4-8a. Por supuesto, el valor real del’ indice jl 
es obtemdo de las Ecs. (4-12). Similarmente, cada una de las tres 
ngideces restantes en la Fig. 4-8 a tienen un primer subindice que 
identifica el tipo de desplazamiento al que corresponde la rigidez. 
Sm embargo, cada una de ellas tiene el mismo segundo subindice 
que denota el desplazamiento unitario del tipo jl. 

Las rigideces de nudo debidas a los tres posibles desplazamientos 
e nudo restantes en los extremos del miembro i estan mostradas 
en las Figs. 4-8b, 4-8c y 4-8d. En cada figura las cuatro rigideces 
e nudo estan mostradas con el subindice apropiado que indica (1) 
el tipo de accion y (2) el desplazamiento unitario. El lector debe 

venhcar la notacion para cada una de las rigideces mostradas en la 
Fig. 4-8. 

El siguiente paso es expresar los coeficientes de rigidez de nudo 
mostrados en la Fig. 4-8 en terminos de las diferentes rigideces de 
miembro que contribuyen a las rigideces de nudo. Este paso requiere 
que las ngideces de miembro se obtengan de la Tabla 4-2, que da 
as rigideces para un miembro de una viga continua (vease la Fig 
4-3b a la Tabla 4-2 para el sistema de indices). Por ejemplo, la con- 
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tribucion de la rigidez de nudo (S,) 7 - liix del miembro i - 1 (vease 
la Fig. 4-8a) es la rigidez S M3 , para ese miembro. Similarmente, la 
contnbucion a (Sj) jl;jl del miembro i es la rigidez S M11 para el miem- 
bro i. Estas dos contribuciones seran denominadas (Suzz)i-x y ( S M11 )i ,, 




(c) 


(d) 


Fig. 4-8. Rigideces de nudo para una viga continua 

respectivamente. En general, la contribucion de un miembro a la 
rigidez de un nudo particular sera denominada anadiendo el subin- 
dice del miembro a la rigidez del miembro mismo. La ultima canti- 
dad se obtiene de la matriz de rigidez de miembro apropiada, que es la 
Tabla 4-2 para una viga continua que tiene dos posibles desplaza- 
mientos en cada uno. De esta discusion se puede ver que los coefi- 
cientes de rigidez de nudo mostrados en la Fig. 4-8a estan dados en 
terminos de rigideces de miembro por las siguientes expresiones: 
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— (Smm) i-i + (Smh)% 

(Sj)j2,j\ — (Sm 43 ) 1-1 + (SM2\)i 

(Sj)k l.jl — (SMZl)i 

(Sj)k2.]l — 

que representan el cambio de elementos de la primera columna de 
la matriz de rigidez de miembro al sitio apropiado en Sj. Las primeras 
dos rigideces de nudo consisten de las sumas de contribuciones de 
los miembros i — 1 e i. Las ultimas dos rigideces incluyen contri- 
buciones unicamente del miembro i. Este mddelo de terminos mul- 
tiples cuando la rigidez esta en el extremo del mismo miembro, y 
terminos unicos cuando la rigidez esta en el extremo lejano del 
miembro, es tipico de todos los tipos de estructuras reticulares. Por 
supuesto, hay ocasiones excepcionales, tales como en el extremo de 
una viga continua, donde hay unicamente una sola contribucion, 
aunque la rigidez este en el extremo cercano. 

Expresiones que son analogas a las Ecs. (4-13) se obtienen fa- 
cilmente para un giro unitario en el nudo j respecto al eje z. Este 
giro es un desplazamiento unitario del tipo ;2 para el miembro i, 
segun se muestra en la Fig. 4-8b. Las expresiones para las rigideces 
de nudo en terminos de las rigideces de miembro son (de la segunda 
columna de la matriz de rigidez de miembro) : 

(Sj)n,j2 = (Smza) t-i + (Sm 12) i 
(Sj)j2,ji= (Smaa~) t — 1 + (Smzi) i 

( 4 - 14 ) 

(Sj)k{,]2 = (Smm) < 

(Sj)k2.:l = ( 5 ^ 42 ) > 

Similarmente, para un desplazamiento unitario en la direccion de 
y en el nudo k (vease la Fig. 4-8c) las rigideces son (de la tercera 
columna): 

(Sj)ji,ki = (Smu) i 
(Sj)j2,kl — (Sm2z) i 

( 4 - 15 ) 

(Sj)kl,kl — (Sm3z) i 4" (SMu)i+l 
(Sj)k2,kl ~ (SmAz) i + (*Sa/2i)i+1 

Finalmente, las expresiones para un giro unitario alrededor de z en 
el nudo k (vease la Fig. 4-8d) son (de la cuarta columna): 

(Sj)jl ,k2 = (Smu) i 
(Sj)j2.k2 = (Sm 2i)i 
(Sj)ki,k2 = (Smza) i + (Sm 12) «+i 
(Sj)k2,k2 = (SmaS) i + (Sm22) t+1 
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Las Ecs. (4-13) a (4-16) muestran que los dieciseis elementos 
de la matriz de rigidez [S^h de 4 X 4 para el miembro i contribuyen 
a las dieciseis rigideces de nudo en un patron muy regular. Este 
patron puede ser esquematicamente observado en la Fig. 4-9b, que 
indica la formacion de la matriz de rigidez de nudo para una viga 
continua de seis claros mostrada con nudos restringidos en la Fig. 
4-9a. Para esta estructura el numero de nudos es siete, el numero 
de posibles desplazamientos de nudo es catorce, y, por lo tanto, la 
matriz de rigidez de nudo es del orden de 14 X 14. El esquema de 
indices se muestra en el extremo izquierdo inferior y a traves de la 
esquina superior de la matriz en la Fig. 4-9. Las contribuciones de 
los miembros individuales se indican por los cuadros marcados con 
cruz, cada uno de los cuales es del orden de 4 X 4. Los cuadros se 
enumeran en la esquina superior derecha para identificar el miem- 
bro que se esta considerando. Los cuadros que se traslapan, que son 
del orden de 2 X 2 en este ejemplo, denotan elementos de Sj, que re- 
cibe contribuciones de dos miembros adyacentes. Todos los elementos 
fuera de los cuadros sombreados valen cero. 

La matriz de rigidez ilustrada en la Fig. 4-9b es la matriz total 
de todos los posibles desplazamientos de nudo. Sin embargo, a fin 
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(b) 

Fig. 4-9 v Matriz de rigidez de nudo para una viga continua 
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de analizar una viga dada, la matriz debe ser rearreglada en la forma 
dividida dada por la Ec. (4-1). Suponga, por ejemplo, que la viga 
real tiene apoyos libres en todos sus nudos, como se muestra en la 
Fig. 4-1 Oa. La matriz de rigidez rearreglada y dividida para este caso 
se indica en la Fig. 4-1 Ob. Para obtener el nuevo arreglo matricial, 
los renglones y las columnas de la matriz original han sido cambiados 
en una secuencia apropiada a fin de colocar las rigideces pertene- 
cientes a los grados de libertad reales en los primeros siete renglones 
y columnas. A1 mismo tiempo, las rigideces pertenecientes a las 
restricciones de apoyo han sido colocadas en los ultimos siete ren- 
glones y columnas. Como una ayuda en el proceso de rearreglo, las 
nuevas designaciones de renglones y columnas se enumeran en la 
Fig. 4-9b hacia abajo en el lado derecho y horizontalmente en el 
fondo de la figura. El nuevo arreglo de la matriz de rigidez original 
en esta forma es equivalente a numerar los grados de libertad y res- 
tricciones de apoyo segun se muestra en la Fig. 4-10a. Sin embargo, 
el camino general en este capitulo, segun se explicd anteriormente, 
es formar la matriz de rigidez utilizando un sistema de numeracion 
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Fig. 4-10. Nuevo arreglo de una matriz de rigidez de nudo para una viga 

continua 
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como el mostrado en la Fig. 4-9a, y entonces arreglar renglones y 
columnas como se hizo en el ejemplo de las Figs. 4-9 y 4-10. 

En resumen, el procedimiento a seguir al formar la matriz de 
rigidez de nudo Sj consiste en tomar los miembros en secuencia y 
valuar sus contribuciones una por una. Para el miembro tipico i, el 
procedimiento es como sigue. Primero, los posibles desplazamientos 
en los extremos j y k del miembro se relacionan con la numeracion 
del miembro calculando los Indices j 1, j2,kl y k2 (veanse las Ecs. 
4-12). En seguida se forma la matriz de rigidez de miembro [S^] ; , 
y los elementos de esta matriz son cambiados a Sj como se indica 
por los terminos con los subindices i en las Ecs. (4-13) a (4-16). 
Despues que todos los miembros han sido procesados en esta for- 
ma, la matriz Sj queda completa. Esta se puede entonces arreglar 
y dividir a fin de aislar la matriz de rigidez S (vease la Ec. 4-1). La 
matriz invertida S _1 se determina entonces a fin de calcular los re- 
sultados finales. 

Despues de obtener la matriz de rigidez, el siguiente paso es obte- 
ner los vectores de carga. Considere primero el vector A de cargas 
reales de nudo. Este vector contiene 2n j elementos, cada uno de los 
cuales corresponde a uno de los posibles desplazamientos de nudo 
mostrados en la Fig. 4-7b. Por lo tanto, en cada nudo hay dos posibles 
cargas aplicadas, a saber una fuerza en la direccion de y, y un par 
en el sentido de z. Estas cargas estan mostradas en la Fig. 4-11 y son 
denominadas A 2k - L y A, k , respectivamente. Los subindices usados para 
identificar estas acciones son los mismos que en el sistema de nume- 
racion para los posibles desplazamientos de nudo (vease la Fig. 4-7b). 
Por lo tanto, el vector A toma la forma 

A {A-l, -d.2; • ■ • ) A 2 k— 1} A 2 k) • • • } ri.2m+l, (4-17) 

Los elementos de este vector se conocen inmediatamente de las car- 
gas dadas sobre la viga. 



Fig. 4-11. Cargas de nudo para una viga continua 

En seguida considere la formaciori de la matriz A ML de acciones 
de empotramiento debidas a las cargas, y la construccion del vector 
A e de cargas equivalentes de nudo. La Fig. 4-12b muestra de nuevo 
el iesimo miembro de una viga continua, pero con cargas laterales 
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(o) . (b) (c). 

Fig. 4-12. Cargas en un miembro de una viga continua 


aplicadas a lo largo de su longitud. Las acciones en los extremos 
del miembro i cuando sus extremos estan empotrados, son denomi- 
nadas como sigue: 

(Aml) i,i — fuerza en la direccion de y en el extremo izquierdo 
(Aml) i ,2 — en el sentido de z en el extremo izquierdo 
(A, fz,)i, 3 = fuerza en la direccion de y en el extremo derecho 
(Ak £,);,4 = par en el sentido de z en el extremo derecho 

En general, el primer subindice para una accion de empotramiento 
indica el miembro, y el segundo indica la accion misma. La ultima 
se identifica usando el esquema de numeration mostrado en la Fig. 
4-12b, que es el mismo al previamente usado para rigideces de miem- 
bro (vease la Fig. 4-3b). Cuando se usa este sistema de notation, 
la matriz A M l de acciones de empotramiento sera del orden de m X 4; 
como sigue: 



(A^l)i,x 

(A^/ £ )l , 2 

(A m l) 1 .3 

{Aml)ia 

Aml = 

{Am l) i ,1 

{Aml) 1,2 

{Aml)i, 3 

{Aml)<a 


_ {Aml) m ,1 

(A m l) m , 2 

(A M L)m,Z (Aml)tt.,^ 


Los elementos en esta matriz son acciones de empotramiento que 
pueden ser encontradas de las formulas dadas en el Apendice B. 

El vector A E de cargas equivalentes de nudo puede ser construido 
de los elementos de la matriz A MIj . El proceso para hacer esto se puede 
ver :\ referirse nuevamente a la Fig. 4-12. El miembro i mostrado 
en la parte (b) de la figura contribuye a las cargas equivalentes en 
los nudos j y k , que estan en los extremos del miembro. Las cargas 
equivalentes en estos nudos se muestran en las Figs. 4-12a y 4-12c, 
y estan caracterizadas por los mismos subindices previamente usa- 
dos para los desplazamientos posibles de nudo (vease la Fig. 4-7b). 
Por lo tanto el vector A E tiene la forma general 
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A e = {(Ae)i, (A £ ) 2j . . . , {A E )zj- 1 , (A £ ) 2 . i, (Ae) 2 *-i, (Ashk, ■ ■ • , (A e) 2,1+2} 

(4-19) 

Los elementos individuales del vector A E consisten de las contribu- 
ciones de los dos miembros adyacentes. Primero considere la fuerza 
(A E y 2 j - 1 en la direccion de y en el nudo j (vease la Fig. 4-12a). Esta 
accion, que tambien puede ser llamada (A £ ) 2 t-i, esta compuesta del 
negativo de la accion de extremo (A Jf£ )i tl del miembro 1 (vease la 
Fig. 4-12b) y una contribucion similar del miembro adyacente i — 1 
a la izquierda. La ultima contribucion es el negativo de la fuerza 
(A K 3 en el extremo derecho del miembro i — 1. Por razonamien- 
to analogo, se pueden obtener las expresiones para las otras tres 
cargas equivalentes, dando asi los siguientes resultados. 

(Ae) 2 ;-i = (A E ) 2 i-i = — (Aml), -1,3 — (Ajirdi.i 
(A £ ) 2 y = (A £ ) 2l - .= — (Ami).-i,4 — (A m l) i ,2 (4-20) 

{AeU- 1 = (A £ ) 2l+ i = - (Avz)f. 3 - (A M l)x+ 1,1 

{A E )ik = (A £ ) 2l+2 = - (A ML )i , 4 - {Aml) .+1,2 

El metodo para obtener el vector A E consiste en tomar los miem- 
bros en orden y en valuar sus contribuciones una por una. Por lo 
tanto, se consideran renglones sucesivos de la matriz Aml, y l° s 
elementos de cada renglon se cambian a los elementos apropiados 
en el vector A E como se indica por los terminos con subindices i en 
las Ecs. (4-20). Despues que en esta fase han sido considerados 
todos los miembros, el vector A E queda completo. Entonces puede 
sumarse al vector A de acuerdo con la Ec. (4-5) para formar el 
vector A c de cargas combinadas de nudo. Finalmente, el vector A c 
puede ser nuevamente arreglado para que la primera parte se con- 
vierta en A u y la segunda parte se convierta en -A„,„ segun se ex- 
plico en el Art. 4.5 (vease la Ec. 4-6). 

Despues que han sido formuladas las matrices y vectores re- 
queridos por los metodos descritos arriba, la solucion para los des- 
plazamientos de nudo D y reacciones de apoyo A R consisten simple- 
mente en sustituir en las Ecs. (4-8) y (4-4), respectivamente, y 
haciendo las multiplicaciones matriciales indicadas. Despues de en- 
contrar los desplazamientos de nudo D que solamente corresponden 
a los grados de libertad de la estructura, es posible formar un vector 
del desplazamiento total de nudo Dj que contenga elementos que 
correspondan a todos los posibles desplazamientos de nudo (vease 
la Fig. 4-7b). Por lo tanto, el vector Dj sera del orden de 2 n f X 1. 
Contendra valores dados por el vector D (correspondientes a los 
grados de libertad), y los elementos restantes (correspondientes a 
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lecteS'ef 1165 ^ aP ° y0> VaUr4n Cer °' En general > la foIma del 

Dj = 1(Dj)i, (JJj),, ... . (Dj),,, (Dj) u _ h (Dj) u , .... UJjh,, v i 

(4-21) 

Se usan elementos de este vector para calcular acciones de extreme 
de miembro, como se describe mas adelante. 

La valuation de las acciones de extremo de miembro requieren 
utta apltcac.cn repetida de la Ec. (4-9), que abajo se replte 

{A M }i = {A ML }i + [&,],{£>„},. ( 4 - 9 ) 

repetida 

Esta ecuacion debe ser aplicada una vez por cada miembro de la 
estructura. Cuando se escribe en forma detallada, la ecuacion es 
la siguiente: 

(-d-A/), t i (A ml) i,i S M n Am 12 Am 13 Amu Dmi 

{Am) 1,2 _ {Am l) i ,2 _|_ Am 21 Sm 22 Am23 Am24 A) M 2 

(Am){, 3 {A ml) 1.3 Am31 Am 32 Am 33 Am31 D.1/3 

L {A Ml) i ,4 J LSW Am42 Am 43 Amu Dm 4 

El vector {A WL } ; se obtiene del iesimo renglon de la matriz A ML pre- 
viamente dada, y la matriz de rigidez [S M ],- se obtiene de la Tabla 
4-2. El vector {LV}; representa los desplazamientos de extremo para 
el miembro i. Estos desplazamientos se obtienen del vector Bj to- 
mando de ese vector los cuatro desplazamientos consecutivos que' 
estan asociados con el miembro i. En general, los cuatro desplaza- 
mientos mostrados en la Ec. (4-22), que son, D m , D M „, D m , D M4 , son 
iguales a los desplazamientos (Dj) il7 (D,) ; ,, (D,) tl , y (D,)* 2 , res- 
pectivamente, del vector Bj. Por lo tanto, los cuatro desplazamientos 
de extremo para cualquier miembro se pueden sacar sin ninguna di- 
ficultad del vector B.,. 

La Ec. (4-22) puede aumentarse sustituyendola en los elementos 
de [S^], y {-Di/},- y llevando a cabo multiplicaciones matriciaies. 
Cuando se ha hecho esto, se obtienen las cuatro ecuaciones si- 
guientes: 

(Av),, - - (£>,)„] 

QEI? 

+ mh + (Dj) k2 ] 

(4 „),-,, = - (!>,),,] 

4EI 7 ■ 

+ -JT [(Ad, 2 + i(Dj) k2 ] (4-23) 
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Um)x.z = {Aml)u 3 - [(■ Dj) n - (. Dj ) kl ] 

6J57-. 

- l(P,)n + (ft),,] 

+ + (J DM 

I I 

Las Ecs. (4-22) y (4-23), por supuesto, son equivalentes, y cual- 
quiera puede ser usada para el proposito de calcular las acciones 
de extremo del miembro. 

El analisis de vigas continuas utilizando el metodo altamente 
organizado arriba descrito, se demuestra por un ejemplo en el si- 
guiente artlculo. En la solucion se siguen lo mas posible los pasos 
descritos en este artlculo. Naturalmente, tales procedimientos son 
muy engorrosos para resolverlos a mano, pero aqui se usan delibe- 
radamente a fin de ilustrar la forma en que es llevada la solucion 
por medio de un programa de computation. Un programa de com- 
putation para el analisis de una viga continua se presenta en el 
Art. 5.4. . 

4.9. Ejemplo. La viga continua mostrada en la Fig. 4-13a va a ser analizada 
por el carnino formalizado en el artlculo anterior. La viga esta restringida 
contra translacion en el apoyo C y contra translacion y giro en los puntos 
A y D. En el punto B la rigidez a la flexion de la viga cambia de El a 2 EI. Por 
lo tanto, el punto B se toma como un nudo en la estructura. 



Fig. 4-13. Ejemplo (viga continua) 
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Los sistemas de numeracion de miembros v nudos estan mostrados en la 
Fig. 4-13b, y se ve que el numero m de miembros es tres, el numero n } de 
nudos es cuatxo, y el numero n r de restxicciones de apoyo es cinco. Por lo tan- 
to, el numero n de grados de libertad es igual a tres (vease la Ec. 4-10). 

Las propiedades del miembro y los indices calculados de la Ec. (4-12) 
se dan en la Tabla 4-7. El momento de inercia y la longitud de cada miem- 
bro se puede considerar que se dan como datos (datos de entrada) para el 
analisis. 

TABLA 4-7. DATOS SOBRE MIEMBROS PARA LA VI G A DE LA FIG. 4-13 


Numero 

de 

miembro 

Numero 
de nudos en los 
extremos 

Indices para 
desplazamientos 
de extremo del 
miembro 

lz 

Longitud 

i 

j 

k 

jl 

j2 

kl 

k2 



i 

1 

2 

1 

2 

3 


I 

L 

2 

2 

3 

3 

4 

5 

6 

21 

L 

3 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

21 

2L 


Las cantidades restantes en la tabla son calculadas del numero de miem- 
bros. Las restricciones de nudo para la viga se indican en la Tabla 4-8. En 
esta tabla los numeros del indice de todos los posibles desplazamientos estan 

TABLA 4-8. DATOS SOBRE NUDOS PARA LA VIGA DE LA FIG. 4-13 « 


Numero 

Indices 

Lista 

Indices 

de 

para posibles 

de 

para nuevos 

nudo 

desplazamientos 

restricciones 

arreglos 


1 

1 

4 

1 

2 

1 

5 


3 

0 

1 

2 

4 

0 

2 


5 

1 

6 

3 

6 

0 

3 


7 

1 

7 

4 

8 

1 

8 


enumerados para cada nudo de la viga. Esto se sigue por una lista de res- 
tricciones, en la que el numero 1 se usa para indicar la existencia de una 
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restriccion, mientras que un cero indica que no hay restriccion (o un grado 
de libertad). La ultima columna de la tabla muestra los numeros para los 
desplazamientos cuando son nuevamente arreglados para que los grados de 


TABLA 4-9. MATRICES DE RIGIDEZ DE MIEMBRO 
“12 6 L -12 6 L 

El 6 L 4 L 2 -6 L 2 L 2 

[Vh = 77 -12 — 6L 12 — 6L 

L 6 L 2L 2 -6 L 4 L 2 _ 

r 24 12L -24 12 L ~ 

_ El I 12L 8 L 2 -12L 4L 2 


[Sw]s - , 3 _24 — 12L 24 -12 L 

12 L 4 U -12 L 8 L 2 


[5 w ]a = 


T 3 3L -3 3L 

El 3 L 4 L 2 -3 L 2 L 2 

—3 — 3L 3 — 3L 

3 L 2 L 2 -3 L 4 L 2 


TABLA 4-10. MATRIZ DE RIGIDEZ DE NUDO PARA LA VIGA 
DE LA FIG. 4-13 

(Todos los elementos en la matriz deben ser multiplicados por el factor EI/L-') 


3 4 

Miembro 1 


4L 2 -6L 2L 2 I 0 0 0 0 5 

I Miembro 2 

_6L I" 36 6L ! -24 12L ' 0 0 1 


2L 2 1 6L 


0 I -24 


1 2L 2 1 -12L 

I 

I 

-12L | 27 


4L 2 , 0 02 

I Miembro 3 

-9L 1 -3 3L 6 


0 12L 


4L 2 , -9L 


12L 2 1 -3L 2L 2 ' 3 


0 0 


-3L 3 -3L | 7 


0 0 o o L 2 L _ _ 2 y _ _ -3 - - - 4L -i 


4 5 1 


2 6 3 7 
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hbertad precedan a las restricciones orlginales. Las dos columnas que con 
tienen numeros de nudo y la lista de restricciones pueden considerarse como 
dates de entrada, tnientras que las otras dos columnas se pueden eTconTar 
de los datos en las columnas de entrada. P encontrar 

En prepara cion para formar la matriz de la rigidez total de nudo S las 
matrices de rigidez de miembro para los tres miembros de la estructum se 
dan en la Tabla 4-9..Estas se forman de la Tabla 4-2 dada en el Art 4 3 Los 

lKMto . Tele 13 de de miembro t S *l. P ara el miembro 

nes a Tdll mtemhrn , COn la , S Ecs ' (4 - 13 > a Las contribucio- 

nes a S del miembro 1 aparecen en la Tabla 4-10 dentro de la parte superior 

tofdels r C y Is l 3 P “ n ‘ eadas ' En una forma a tallax, los elemen- 

", J/ 2 y J^ 3 se cai nbian a Sj como se muestra por las dos partes res- 
tates de la Tabla 4-10 que estan delineadas P or lineas punteadas In las 
regiones donde las partes encerradas por lineas punteadas se traslapan los 
e ementos mostrados en la tabla son las sumas de dos terminos, uno de cada 
no de las dos matrices de rigidez de miembro. Note que todos los elementos 
en la tabla deben ser multiplicados por el factor EI/L*. El sistema de nu 
meracion para la matriz de rigidez aparece en el lado izquierdty a traps' 
de la parte superior de la matriz y esta de acuerdo con el sistema de nume 
racion mostrado en la Fig. 4-13b. ae nume 

En seguida la matriz Sj nuevamente se arregla de acuerdo con la lista 
de nuevo arreglo de desplazamientos dada en la Tabla 4-8. Esta lista se indica 

S.a° rToT 5 d lad ° dereCh ° y 3 dd f °" d ° de la -natri^n " 

Tabla 4-10. Las tercera, cuarta y sexta columnas y rehglones deben ser cam- 

TABLA 4-11. MATRIZ DE RIGIDEZ DE NUDO DE NUEVO ARREGLO 
PARA LA VIGA DE LA FIG. 4-13 

(Todos los elementos en la matriz deben ser multiplicados por el factor El/L 3 ) 



1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

1 

36 

6L 

12L | 

-12 

-6L 

-24 

0 

0 

2 

6L 

1 2L 2 

4L 2 1 

| 

6L 

2L 2 

-12L 

0 

0 

3 

12L 

4L 2 

1 

1 2L 2 | 

0 

0 

-9L 

-3L 

2L 2 

4 

-12 

6L 

° 1 

12 

6L 

0 

0 

0 

5 

-6L 

2L 2 

0 1 

1 

6L 

4L 2 

0 

0 

0 

6 

-24 

-12L 

_i 

CN 

1 

0 

0 

27 

-3 

3L 

7 

1 

0 

0 

1 

- 3L ! 

0 

0 

-3 

3 

-3L 

8 

0 

0 

2L 2 1 

0 

0 

3L 

-3L 

4L 2 
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biados a las primeras tres posiciones, y los renglones y columnas restates 
deben cambiarse hacia abajo y hacia la derecha sin alterar su orden. La ma- 
triz de rigidez de nudo resultante del nuevo ; arreglo se da en la Tabla 4-11. 
Entonces esta matriz se divide, segun se muestra por las lineas punteadas, en 
la forma dada por la Ec. (4-1). 

La matriz de rigidez S de 3 X 3 se obtiene a partir de la Tabla 4-11 co- 
mo sigue: 

EI [~36 6 L 12 L ~ 

S = — 6 L 12 IJ 4L* 

L L12 L 4 JJ 12L 2 _ . 

y en seguida se invierte para obtener S" 1 : 


t f 32 L 2 —6 L —30 L~ 

S_1 = Vwpt “ 6L 72 ~ 18 

/DbAi |__ 30L _ lg 99 ^ 

Por lo tanto, todos los calculos que incluyen a las propiedades de la estruc- 
tura ban sido completados, y ahora puede ser procesada la informacion con- 
cemiente a las cargas sobre la estructura. 

Una inspeccion de la Fig. 4-13a muestra que las cargas estan aplicadas 
unicamente en los nudos ByC (nudos 2 y 3 en la Fig. 4-13b). Estas cargas 
de nudo se enumeran en la Tabla 4-12 en una forma apropiada para datos de 

TABLA 4-12. ACCIONES APLICADAS EN LOS NUDOS 

Nudo Fuerza en la direcciori Par en el sentido 
de y de z 


entrada de un programa de computacion. En seguida, estas acciones se colo- 
can en el vector A, como sigue (vease la Ec. 4-17): 

A - {0,0, -P,PL, -P, 0,0,0} 

Las acciones de empotramiento estan ta'buladas en la Tabla 4-13 en el 
mismo arreglo en que aparecen en la matriz A ML (vease la Ec. 4-18). Los ele- 
mentos de A Mfj son cambiados al vector de cargas equivalentes de nudo A E , 
como se indica por las Ecs. (4-20). Primero, las acciones de empotramiento 
para el miembro 1 son cambiadas a los primeros cuatro elementos de A E ; en 
seguida las acciones para el miembro 2 son cambiadas a los elementos tres 
a seis de A,,,; y finalmente, las acciones para el miembro 3 son cambiadas a 
los ultimos cuatro elementos de A E . Cuando el vector ha sido de este modo 
formado, el resultado es: 
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A e = {-P, -PL/4, -2 P, 0, -2 P, -PL/12, -P, PL/ 3} 

Los vectores A y A E son ahora combinados utilizando la Ec. (4-5) para ob- 
tener el vector A^: 

Ac = {-P, -PL/4, -3 P, PL, -3 P, -PL/12, -P, PL/3} 

Este vector debe ser arreglado colocando los elementos tercero, cuarto y sexto 
en las tres primeras posiciones y moviendo los elementos restantes hacia el 


TABLA 4-13. ACCIONES DE EMPOTRAMIENTO DEBIDAS A LAS CARGAS 


{ 



extremo sin alterar su orden. Este arreglo da como resultado el siguiente 

vector : j 

Ac = {-3 P, PL, -PL/12, -P, -PL/4, -3 P, -P, PL/3} 

en el que los primeros tres elementos constituyen el vector A n : 

A d = {-3 P,PL, -PL/ 12} 

y los ultimos cinco elementos son los negativos de los elementos de A Rr : 

Arl = {P, PL/ 4, 3 P, P, -PL/3} l 

Teniendo a la mano todas las matrices requeridas, uno puede completar ,•*.* 

la solucion calculando primeramente los desplazamientos de nudo D utilizan- 
do la Ec. (4-8): 

— 36 p i 


PL 2 

“ 3024£7 

El vector D ahora puede ser usado para obtener el vector D, de todos los po- 
sibles desplazamientos de nudo refiriendose a los indices para el arreglo mos- 
trado en la Tabla 4-8. Estos indices muestran que D Ja — D x , D J4 = D., y 
D Jt . = D .,. Todos los otros elementos de D, valen cero debido a que correspon- 



32 L 2 -6 L —30 L 
— 6L 72 -18 

-30 L -18 99 , 
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den a las restricciones de apoyo. Por lo tanto, el vector Dj se convierte en el 
siguiente : 

Dj = 3 Wei {0, °’ ~ 398L ’ 366, °’ 255, °’ ° } 

En seguida, las reacciones A R pueden ser determinadas de la Ec. (4-4). Para 
este proposito se obtiene la matriz S M de la parte inferior izquierda de la 
Tabla 4-11. El calculo de A R es como sigue: 

Ar = Arl + SrdD 


P 6L El 


12 L -9L 


PIP 
3024 El 


Finalmente, las acciones de extremo de miembro A tl se obtienen por apli- 
caciones repetidas de la Ec. (4-9) (vease tambien la Ec. 4-22). Ya que hay 
tres miembros en este ejemplo, se requieren tres calculos de este tipo. Para 
el miembro 1 los calculos son' como sigue: 


{ij;}i = {Aml} i + [Sm]i{Dm}i 


+ [SmI 


0 " 

0 PI' 2 

-398 L 3024 El 
366 


En la ecuacion anterior el vector {D^ consiste de los primeros cuatro ele- 
mentos de Dj. Similarmente, las ecuaciones para {A^}. y {A w }. t son 

- {Am} 2 = {A ml} 2 + [<Sm]2{^m}2 

' 41 F — 398L1 r-77 

P L -, 366 PIP = P_ -6 L 

- 4 4 + Lomj 2 0 30247?/ 252 427 

L-lJ L 255 J L — 1G9L_ 

{Am} 3 = {A ml} 3 + [Sm]»{Dm}» 

3i r o i r 1263 ” 

_ P L n 255 PR ^ _P_ 076 L 

- 3 3 + LOmJ* o 3024^,7 1008 "53 

_ — Lj L 0 J L-166/J 


en las que el vector {D Jf } 2 esta hecho de los elementos tercero al sexto de 
Dj, y el vector {D^}, consiste de los ultimos cuatro elementos de D,. Por lo 
tanto, todos los desplazamientos de nudo, reacciones de apoyo y acciones de 
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complete* d 6 miembr ° eSt " n d6terminados y se con sidera que el problema esta 

4.10. Rigideces de miembros de armaduras planas. La determina- 
cion de la matriz de rigidez de miembro para un miembro tipico de 
una arm a dura es preliminar al analisis de una armadura plana. Un 
miembro tipico z en una armadura plana esta mostrado en la Fig. 

-14a. Los nudos en los extremos de este miembro estan denomi- 
nados como nudos j y k. Se supone que la armadura plana descansa 
en el piano x-y, en donde x y y son ejes de referencia para la es- 
tructura. Las translaciones de nudo son los desplazamientos desco- 
nocidos en el analisis y todas estas translaciones pueden ser expre- 
sadas convementemente por sus componentes en las direcciones de 
x y y. Para el miembro tipico z. las direcciones positivas de las cua- 



Fig. 4-14. Sistema de numeracion para un miembro de una armadura plana 

tro componentes de desplazamiento en sus extremos (con respecto 
a los ejes orientados con la estructura) estan indicadas en la Fie 
4-14b. 
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Es conveniente, al tratar con miembros inclinados en una es- 
tructura reticular, hacer uso de cosenos directores. Los cosenos di- 
rectors^ para el miembro mostrado en la Fig. 4-14b son los cosenos 
de los angulos 7l y y 2 entre los ejes del miembro y los ejes x y y, 
respectivamente. Estos angulos seran siempre tornados en el extre- 
mo j del miembro. Los cosenos directores correspondientes se de- 
nominan como C x y Cy y estan dados como sigue: 

Cx = cos 71 Cy = cos 72 

Los cosenos directores para el miembro pueden ser tambien expre- 
sados en terminos de las coordenadas de los nudos j y k. Indicando 
las coordenadas x y y de los nudos j y k como (x h y } ) y (x k) y k ), 
respectivamente, los cosenos directores se convierten en 

Cx = Cr = VL=Jti (4 . 24) 

en donde L es la longitud del miembro. La longitud L puede ser 
calculada de las coordenadas de los nudos en los extremos del miem- 
bro, como sigue: 

L = ~ *4? + (l/* “ Vi) 2 (4-25) 

Ambos cosenos directores son positivos cuando el miembro esta 
orientado como se muestra en la Fig. 4-14b, o sea, cuando las co- 
ordenadas x y y del nudo k son mas grandes que las del nudo j. Si 
el angulo y , es mayor que 90°, las formulas dadas arriba aun son 
valid as y uno de los dos cosenos directores sera negativo. 

En el analisis de una armadura plana, como en el caso de cual- 
quier otro tipo de estructura reticular, es conveniente formar la ma- 
triz de rigidez de nudo Sj sumando las contribuciones de las rigi- 
deces de miembros. En el caso de una viga continua esta operacion 
es directa (vease el Art. 4.8), debido a que los ejes orientados con 
el miembro pueden tomarse paralelos a, o coincidentes con, los ejes 
orientados con la estructura. Por lo tanto, la matriz de rigidez de 
miembro de viga para los ejes orientados con el miembro, como se 
encontro en el Art. 4.3, puede usarse directamente cuando se obtie- 
nen las rigideces de nudo para los ejes de la estructura. Sin embargo 
para cualquier otro tipo de estructura reticular, los ejes del miembro 
no seran necesariamente paralelos a los ejes de la estructura. Por 
ejemplo, los ejes x-y, en la Fig. 4-14b, son ejes orientados con la. es- 
tructura, mientras que los ejes del miembro x M y y M se supone que 
son a lo largo y perpendiculares al eje del miembro, como se muestra 
en la Fig. 4-14c. La matriz de rigidez S M para los ejes de orientacion 
del miembro mostrados en la Fig. 4-14c: puede rapidamente obtenerse 
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al referirse a los casos (1) y (7) dela Fig. 4-2. Utilizando el sistema 
de numeration mostrado en la Fig. 4-14c para los desplazamientos de 
extremo con respecto a los ejes x M -y M , se hace evidente que la matriz 
de rigidez Sm para esos ejes tiene la forma mostrada en la Tabla 
4-14. En la tabla la rigidez axial de la barra es denominada EA X . 

TABLA 4-14. MATRIZ DE RIGIDEZ DE MIEMBRO DE UNA ARMADURA 
PLANA PARA EJES DE MIEMBROS (FIG. 4-14c) 

‘1 0-1 0 “ 
c _ Mjl 0 0 0 0 

M L - 10 10 

0 0 0 0 _ 

Sin embargo, ya que la matriz Sj esta basada sobre ejes orien- 
tados para la estructura, tambien se hace necesario obtener las ri- 
gideces del miembro para los ejes de la estructura. Las rigideces del 
miembro para los ejes de la estructura pueden encontrarse en cual- 
quiera de dos formas. El primer metodo consiste en una formula- 
cion directa de las rigideces. En este metodo, en Ins extremos del 
miembro se inducen desplazamientos unitarios en las direcciones de 
los ejes de la estructura (vease la Fig. 4-14b) y son calculadas las 
acciones de restriction correspondientes en las mismas direcciones. 
Estas acciones se convierten en los elementos de la matriz de rigidez 
de miembro para los ejes de la estructura. El segundo metodo para 
encontrar la matriz de rigidez de miembro consiste primero en obt§- 
ner la matriz de rigidez para los ejes orientados con el miembro 
(vease la Tabla 4-14) y en seguida transformar esta matriz a los ejes 
orientados con la estructura por un procedimiento de rotation de 
ejes. Usando una matriz de transformation apropiada, el giro de ejes 
puede ser hecho por multiplicaciones matriciales, como se discutira 
en un articulo posterior. 

Una forma directa para obtener la matriz de rigidez de miembro 
se demuestra en este articulo, para un miembro de una armadura 
plana. Tambien se podria usar el metodo para los otros tipos de es- 
tructuras reticulares. Sin embargo, la tecnica de formulation direc- 
ta se hace muy complicada para los tipos mas complejos de estruc- 
turas, especialmente para marcos en el espacio. Por otro lado, el 
metodo de la rotation de ejes es un camino seguro y que no es mas 
diflcil en teoria para una estructura complicada que para una sim- 
ple. A fin de explicar este metodo, el tema de rotation de ejes se 
introduce en el Art. 4.13 y en seguida se usa el metodo en el Art. 
4.14, para encontrar la matriz de rigidez para un miembro de una 
armadura plana con respecto a los ejes de la estructura. Este cami- 
no hace que sea posible comparar por ambos metodos la determi- 
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nation de la matriz de rigidez. Subsecuentemente, las rigideces de 
miembro para todos los otros tipos de estructuras se encuentran 
utilizando el metodo de la rotation de ejes. 

La matriz de rigidez de miembro, para un miembro de una ar- 
madura plana, se formara ahora por el metodo directo. Para este 
proposito es necesario considerar en ambos extremos del miembro, 
desplazamientos unitarios en las direcciones de x y y. El primero 
de estos desplazamientos se muestra en la Fig. 4-1 5a, y consiste en 


1 



Fig. 4-15. Rigideces de miembro de una armadura plana para ejes de 

estructura 

una translation unitaria del extremo j del miembro en la direction 
de x. Como resultado de este desplazamiento se induce una fuerza 
axial en el miembro. Esta fuerza se puede calcular a partir del acor- 
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tamiento axial del miembro, que es numericamente igual al coseno 
director C v en la direccion x para el miembro (vease la Fig. 4-1 5a). 
La fuerza de compresion axial en el miembro debido a este cambio 
de longitud es igual a 


EA X 
L Cx 

Las acciones de restriccion en los extremos del miembro en las di- 
recciones de x y y, que son iguales a las componentes de la fuerza 
axial, son las rigideces del miembro de'seadas para los ejes de la 
estructura. Tales rigideces estan identificadas por el slmbolo Smu 
(vease la Fig. 4-1 5a), a fin de poderlas distinguir de las rigideces 
para los ejes de miembro (vease la Tabla 4-14). El sistema de 
numeracion para las rigideces Suu esta mostrado en la Fig. 4-14b. 
La accion de restriccion en el extremo ; en la direccion de x, deno- 
minada Si/m,, debe ser igual a la componente en x de la fuerza en 
el miembro. Por lo tanto, esta rigidez es igual al producto de la 
fuerza axial por el coseno director en x, como sigue: 

o _ EA X 

OMDll — £ Cx 


Tambien, la accion de restriccion en j en la direccion de y es igual 
a la componente en la direccion de y de la fuerza en el miembro. 



Las acciones de restriccion en el extremo k del miembro de la Fig. 
4-15a se encuentran rapidamente por equilibrio estatico, como sigue: 




Las expresiones dadas arriba para las cuatro rigideces mostradas 
en la Fig. 4-15a constituyen los elementos de la primera columna de 
la matriz S M „. Las columnas segunda, tercera y cuarta de S M i> se 
pueden obtener en igual forma de las Figs. 4-15b, 4-15c y 4-15d, 
respectivamente, para dar la matriz de rigidez de 4 X 4 mostrada 
en la Tabla 4-15. El lector debe verificar por si mismo los elemen- 
tos restantes en esta matriz. 


4.11. Analisis de armaduras planas. Como un paso inicial en el 
analisis de armaduras planas, deben ser numerados todos los nudos 
y todos los miembros. Los nudos de la estructura se numeran con- 
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TABLA 4-15. MATRIZ DE RIGIDEZ DE MIEMBRO DE UNA ARMADURA 
PLANA PARA EJES DE ESTRUCTURA (FIG. 4-1 4b) 

f CxC * -<& -CxCr-j 

Suu-~^ C *Cr 0- —CxCy -C\ 

L -Cx ~CxCr C{- CxCr 

L-CxCr -L% CxCy C*y _ 

secutivamente del 1 al n h donde n, es el numero total de nudos 
Ademas, los miembros se numeran del 1 al m, donde m es el nu- 
mero total de miembros. El orden en el que los nudos y miembros 
se numeran es de poca importancia. Sin embargo, despues que se 
ha completado la numeracion, es necesario registrar los dos mime- 
ros de nudo que estan asociados a cada miembro. Esta asociacion 
de numeros de nudos con numeros de miembros es necesaria a 
in e asegurar cuales elementos de la matriz de rigidez de nudo Sj 

y del vector equivalente de carga A B reciben contribuciones de cada 
miembro. 

Para ilustrar la numeracion arbitraria de nudos y miembros se 
muestra una armadura plana en la Fig. 4-1 6a. En la figura el nu- 
mero de los nudos aparece junto a los nudos, mientras que los 



Fig. 4-16. Sistemas de numeracion para miembros y nudos de armaduras 

planas 

numeros de los miembros estan encerrados en circulos junto a los 
miembros. El sistema de numeracion para esta estructura esta mos- 
trado en la Tabla 4-16. Es necesario, para los propbsitos de analisis, 
identifier los extremos j y k para cada miembro, como se muestra 
en la tabla, aunque la seleccion misma sea arbitraria. 
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TABLA 4-16. LISTA DE MIEMBROS Y NUDOS PARA LA ARMADURA 

DE LA FIG. 4-16a 


Miembro 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

Nudo j 

2 

6 

4 

3 

4 

1 

6 

1 

2 

Nudo k 

5 

5 

1 

5 

2 

5 

3 

6 

1 


Mientras que los metodos de analisis en este capitulo no requie- 
ren de ningun orden particular de numeracion de nudos y miem- 
bros, es natural numerarlos en un modelo sistematico siempre que 
sea practico. For ejemplo, en algunas estructuras un orden natural 
puede ser de izquierda a derecha o de arriba hacia abajo, como se 
muestra en la armadura plana de la Fig. 4-16b. La geometrla de 
esta armadura sugiere que un modelo sistematico para numerar 
nudos, es proceder de izquierda a derecha en la parte de arriba y 
en seguida de izquierda a derecha en la parte de abajo. Un modelo 
sistematico para los miembros consiste en numerar consecutiva- 
mente los miembros horizontales, los miembros verticales y por ul- 
timo los miembros diagonales, como se muestra en la figura. El 
sistema de numeracion para esta estructura se resume en la Tabla 
4-17. Nuevamente, notese que es necesario identificar un extremo 


TABLA 4-17. LISTA DE MIEMBROS Y NUDOS PARA LA ARMADURA 

DE LA FIG. 4- 16b 


Miembro 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

Nudo j 

1 

2 

4 

5 

1 

2 

3 

1 

4 

2 

5 

Nudo k 

2 

3 

5 

6 

4 

5 

6 

5 

2 

6 

3 


de cada miembro como si fuera el extremo j y el otro como si fuera 
el extremo k. 

Se pueden organizar muchos posibles esquemas para numerar 
los nudos y los miembros de una armadura, dependiendo principal- 
mente de lo que uno desee. Si se desea mejorar la eficiencia de la 
solucion, el sistema de numeracion puede seleccionarse para reducir 
a un mlnimo el monto de arreglo de la matriz de la rigidez total de 
nudo Sj. Este procedimiento puede ser ventajoso para calculos a 
mano, pero la ventaja desaparece cuando el analisis es programado 
para una computadora. 

Despues de numerar los miembros y los nudos, el siguiente paso 
en el analisis es determinar todos los posibles desplazamientos de 
nudo y determinar los grados de libertad. El numero de grados 
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de libertad sera dos veces el numero de nudos, o 2 n), ya que cada 
nudo puede experimentar una translation tanto en la direccion de 
x como en la direccion de y. El numero n de grados de libertad se 
da por la expresion 

n = 2 iij — n T (4-2G) 

en donde n r indica el numero de restricciones de apoyo. 

Los posibles desplazamientos de nudo seran numerados en el 
mismo orden que los nudos, tomando primero las translaciones en 
la direccion de x y en seguida en la direccion de y, en cada nudo. 
Por lo tanto, la translacion en la direccion de x en el nudo 1 se 
convierte en el desplazamiento numero 1, la translacion en la direc- 
cion de y en el nudo 1 se convierte en el desplazamiento numero 2, 
la translacion en la direccion de x en el nudo 2 se convierte en el 
desplazamiento numero 3, y asi en forma sucesiva, hasta que las 
translaciones del ultimo nudo en las direcciones de x y y sean nu- 
meradas 2 n } — 1 y 2n h respectivamente. En general, en el nudo j 
de la armadura las translaciones en x y y tienen los indices 2 j — 1 
y 2 j, respectivamente. 

A fin de construir la matriz de rigidez S.j de las rigideces de 
miembro, es util relacionar los indices para los posibles desplaza- 
mientos de nudo, con los desplazamientos de extremo de un miem- 
bro particular, como se hizo en el analisis de vigas continuas. Para 
este proposito considerese el miembro tipico i, mostrado en la Fig. 
4-17, que se conecta en los nudos j y k en los extremos. Se asume 
que los ejes x y y en la figura son los ejes orientados con la estruc- 
tura. Los desplazamientos de extremo de este miembro se pueden 
identificar por los indices j 1, j 2, hi y L2, como se muestra en la 
figura. Estos indices para el miembro se relacionan con los indices 
correspondientes- para los posibles desplazamientos de nudo por las 
siguientes relaciones: 

j 1 = 27 — 1 j‘2 = 2 j 

J (4-27) 

/cl = 2/c - 1 k 2 = 2 k 

Estas relaciones se obtuvieron directamente del sistema de numera- 
cion para los posibles desplazamientos de nudo, que se describio an- 
teriormente. 

La matriz de rigidez de nudo se forma de las contribuciones de 
los miembros individuates. Por lo tanto, la matriz de rigidez de miem- 
bro S M d (vease el Art. 4.10, Tabla 4-15) para cada miembro, debe 
ser determinada y sus elementos colocados en la posicion correcla 
en la matriz S.,. A fin de poder ver como se lleva esto a cabo, con- 
siderese de nuevo el miembro tipico i (Fig. 4-18a). Este miembro 
contribuye a las rigideces de los nudos j y k en sus extremos. Si sc 
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Fig. 4-17. Desplazamientos de extreme para el miembro de una armadura 

plana 


induce un desplazamiento unitario en la direccion de x en la estruc- 
tura restringida, como se muestra en la figura, habra acclones de 



(b) ( d ) 

Fic. 4-18. Rigideces de nudo para una armadura plana 
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restriction en las direcciones de x y y en ambos nudos. En el nudo 
j la accion en la direccion de x es la rigidez de nudo (Sj) jL x y la 
accion en la direccion de y es la rigidez ($,),.. ;i . Similarmente, las 
acciones en el nudo k son denominadas (S J ) kl j 1 y (Sj) k , }1 . Las 
dos acciones en el nudo j se forman de las contribuciones del miem- 
bro i, mas las contribuciones de todos los miembros que llegan al 
nudo j. Las ultimas contribuciones seran denominadas por simpli- 
cidad por el simbolo indefinido l S MU . Las contribuciones del miem- 
bro i, sin embargo, seran escritas en una forma precisa ya que estas 
son los terminos que mas tarde seran usados para formar la matriz 
de rigidez. En el caso de la rigidez (S J ) jlj n la contribucion del 
miembro i es la rigidez de miembro S MIJU , y en el caso de la rigidez 
(Sj)jz. j i la contribucion es S MD . 2l . Para las rigideces en el nudo k 
se incluyen unicamente contribuciones del miembro i. Estas contri- 
buciones son S limi y para las rigideces en las direcciones de 
x y y } respectivamente, en el nudo k. Por lo tanto, las expresiones 
para las rigideces de nudo mostradas en la Fig. 4-18a son: 

— Z Smd j+ (.Smdu') i 
(Sj)j2,jl = Z Smd + 

(&)..,« = ;|| . OW), (4 ' 28) 

(Sj ) kl Jl = 

Cada una de las rigideces anteriores se debe a un desplazamiento 
unitario en el nudo j, y cada una recibe una contribucion de la pri- 
mer columna de la matriz S MD para el miembro i. 

Se pueden escribir expresiones similares a las Ecs. (4-28) para 
un desplazamiento unitario en la direccion de y de la estructura res- 
tringida en el nudo j, como se muestra en la Fig. 4-1 8b. Estas ex- 
presiones consideran la segunda columna de S M1 » y son como sigue: 

= Z £>MD + (SMDn)i 

(Sj)j2.iZ — Z SmD + (Smdm); 

(&)«.«= ;!l «W).- (4 ‘ 29) 

(Sj)k2 ,j2 = (SMD4i)i 

Tambien, para un desplazamiento unitario en la direccion de x en 
el nudo k (Fig. 4-18c), las rigideces de nudo que reciben contribu- 
ciones de la tercera columna de S M1I son: 

(Sj) n m — OSVdkOi 

) /2 t kl = {SmD2z) i 

(Sj)kl,kl — Z SmD + (Sa/D33)j ^ ^ 

(Sj)k2,kl — Z SmD + GSWlsJi 
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Finalmente, las rigideces para un desplazamiento unitario en la di- 
reccion de y en el nudo k (vease la Fig. 4-18d), reciben contribu- 
ciones de la cuarta columna de S MD , como sigue: 

(Sj)jl : k2 — (SntDu)i 

(Sj)j2,k2 = ( SMD2i)i ( 4 - 31 ) 

( Sj)kl,k2 ~ 22 SmD + ( SmDzAi 

(Sj)k2,k2 = 22 SmD + (SmDu){ 

El tipo de contribuciones de rigideces de miembro a la matriz 
de rigidez de nudo, segun se expreso en las ecuaciones anteriores, se 
determina por la geometrla de la armadura y el sistema de nume- 
racion de nudos y miembros. El modelo para la estructura mostrada 
en la Fig. 4-19 sera usado como ejemplo. Los nudos y miembros de 
la armadura estan numerados segun se muestra en la figura, y los 
posibles desplazamientos de nudo (mostrados por flechas) estan nu- 
merados de acuerdo con las Ecs. (4-27). Para esta estructura hay 
seis miembros y cuatro nudos, y la matriz de rigidez total de nudo 
es del orden de 8 X 8. Las posiciones de las contribuciones de miem- 
bro a la matriz de rigidez de nudo, estan indicadas por cruces en las 
Figs. 4-20 a a 4-20f, y la matriz final de rigidez es una composicion 
de estas contribuciones. Como ejemplo, la rigidez S. ni se compone de 
las contribuciones de los miembros 1, 2 y 3, como se muestra en las 
Figs. 4-20a, 4-20b y 4-20c. La rigidez es, por lo tanto, como sigue: 

Sjn — (Smdu)i + {Smdii}2 + OSborn) 3 


4 



Fig. 4-19. Ejemplo (armadura plana) 


Como otra ilustracion, considere la rigidez S J:u , que esta compuesta 
de rigideces de miembro de los miembros 1, 4 y 5. Esta rigidez es 
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Sju = {SmDS4)i + (Smd12)4 + (SmDX2)b 

como se puede ver refiriendose a las Figs. 4-20a, 4-20d y 4-20e. 

En el ejemplo particular de la Fig. 4-19 la matriz de rigidez S., 
no tiene que volverse a arreglar debido al orden en que los nudos 
estan ordenados. Los primeros cuatro renglones y columnas de S., 
se asocian con los grados de libertad y los ultimos cuatro renglones 

1 2 3 4 5 6 7 8 12345678 12345678 

1 X X X X 

2 X X X X 

3 X X X X 

4 X X X X 

5 

6 

7 

8 

( a ) Miembro 1 ( b ) Miembro 2 ( c ) Miembro 3 




y columnas pertenecen a las restricciones de apoyo. Sin embargo, 
este es un caso especial, y hasta un pequeno cambio en la estruc- 
tura, tal como un apoyo libre en el nudo 3, haria necesario un nuevo 
arreglo. 

Los vectores asociados con las cargas sobre la armadura se estu- 
diaran en seguida. El primero por considerar es el vector A de ac~ 
ciones (o cargas) aplicadas en los nudos. En un nudo tipico k, 
pueden. existir dos componentes ortogonales de una f'uerza, como 
se muestra en la Fig. 4-21. La accion es la fuerza en la direc- 
cion positiva de x, y la accion A.. k es la fuerza en la direccion positiva 
de y. El vector A, tendra, por lo tanto, la siguiente forma: 


A — {Ai, A<i, . . . , Aik-\, A 2k, . . . , d.2n,-} (4-32) 

en la que hay 2 n } elementos correspondientes a 2n } desplazamien- 
tos de nudo posibles. 
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Fig. 4-21. Cargas de nudo para una armadura plana 

En seguida considere la matriz de acciones A ML deblda a las 
cargas que actuan sobre los miembros cuando los nudos de la ar- 
madura estan restringidos contra translacion. Las cargas que actuan 
sobre el miembro i estan ilustradas en la Fig. 4-22b, la que tambien 
muestra un grupo de ejes orientados con el miembro x i( y y M . Las 
acciones A MIj para el miembro i estan definidas, con respecto a los 
ejes x lt y y M , como sigue: 

(Anh)i, i — fuerza en la direccion de x M en el extremo j 

(A ilL ) j'.j = fuerza en la direccion de y M en el extremo j 

(A tlL ) i/A = fuerza en la direccion de x s , en el extremo k 

(A ML ) ii4 — fuerza en la direccion de y M en el extremo k 

Estas acciones de extremo pueden obtenerse para cualquier condi- 
tion de carga refiriendose a las tablas en el Apendice B. La matriz 
Ami. es de orden m X 4 y es de la misma forma que la dada por la 
Ec. (4-18) para vigas continuas. 

El vector A B de cargas equivalentes de nudo puede ser construido 
de los elementos de la matriz A M ,.. Este vector es de la misma forma 
que el dado por la Ec. (4-32), excepto que A t: reemplaza a A. Para 
ilustrar el calculo de las cargas equivalentes de nudo, considere la 
accion ( A ^ ^ , mostrada en la Fig. 4-22a. Esta accion se forma de 
las contribuciones del miembro i mas las contribuciones de los otros 
miembros que concurren al nudo. Las ultimas contribuciones seran 
denominadas por el simbolo indefinido ^ A Uh . Sin embargo, las con- 
tribuciones del miembro i, pueden ser facilmente expresadas en ter- 
minos de las acciones de extremo (A^, y ) ; . Lo unico que es necesario 
es tomar las componentes de las acciones de extremo en el nudo j , 
en la direccion de x, e invertir sus signos. Por lo tanto, la contribu- 
tion del miembro i a la carga equivalente (A* es 

~ {AML)i,iCxi + 
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en donde C X i y C Yi son los cosenos directores del miembro i. Al pro- 
ceder en esta forma, se pueden encontrar las cargas equivalentes en 
los nudos j y k (veanse las Figs. 4-22a y 4-22c) : 

(Af;)2j_i = X! Aml ~ (A ML) i,\Cxi + (Aafi^jCVf 
(Ae) 2/ = X Aml — {.Aml) x,\Cy% — { AML)i,iCxi 

(Afi)2i_i = X Aml — ( AML)i,sCxi + (AjuxL.XVi' ^ ^ 

{Ae)vc = X Aml — {A M L)i.zC Y i — {A M L)i,iCxi 

Estas ecuaciones dan las contribuciones del miembro i a las cargas 
equivalentes de nudo. Aplicando las ecuaciones consecutivamente 
para todos los miembros de la armadura, las cargas equivalentes de 
nudo se pueden obtener para todos los nudos. 



(a) 


Fig. 4-22. Cargas en el miembro de una armadura plana 

Las contribuciones del miembro i al vector A E pueden tambien 
ser establecidas por el metodo de la rotacion de ejes. Este procedi- 
miento se demuestra para armaduras planas en el Art. 4.14. 

Los vectores A y A E pueden sumarse (vease la Ec. 4-5) para 
formar al vector A c . El ultimo vector, entonces, es nuevamente arre- 
glado, si se hace necesario, a fin de aislar el vector A n (vease la Ec. 
4-6). Entonces el vector A n y la matriz invertida S- 1 se usan para 
calcular los desplazamientos de nudo D, como se da en la Ec. (4-8). 
En seguida, el vector de desplazamientos de nudo D puede conver- 
tirse en el vector D., de todos los posibles desplazamientos de nudo. 
El vector D ; tiene 2 rij elementos y aquellos elementos que correspon- 
den a las restricciones de apoyo valen cero. Como siguiente paso. 
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la solucion para las reacciones de apoyo se obtiene en la forma usual 
por medio de la Ec. (4-4). 

La tarea final para resolver las acciones de extremo del miembro 
se puede llevar a cabo por medio de la Ec. (4-9), que se repite abajo. 

{A ju) = {A ml) i + [aSji/],- {Dm} i (4-9) 

repetida 

Esta ecuacion debe ser aplicada una vez por cada miembro de la 
estructura. Notese que cuando se escribe en la forma aumentada, 
la ecuacion tiene la misma forma que la Ec. (4-22). El vector 
se obtiene del iesimo renglon de la matriz A ML descrita arriba. 
La matriz [S^],- es la matriz de rigidez para el iesimo miembro con 
respecto a los ejes del miembro (vease la Tabla 4-14).- 

El vector {D M } en la Ec. (4-9), consiste de los desplazamientos 
de extremo para el miembro i en las direcciones de los ejes de miem- 
bro. Estos desplazamientos pueden ser calculados de los desplaza- 
mientos D./, que estan en las direcciones de los ejes de la estructura. 
Por ejemplo, el primer elemento D. M , en el vector (D w } ; representa el 
desplazamiento en el nudo ) en la direccion de x.„ (vease la Fig. 
4-22b). Este desplazamiento esta dado por la siguiente expresion: 

Dm ~ ( Dj)jiCxi + ( Dj)jzCn 

en donde (D.,),-, y (D.,) j2 son los desplazamientos del nudo j en las 
direcciones de x y y, respectivamente (vease la Fig. 4-17). Similar- 
mente, el desplazamiento del nudo j en la direccion de y M se puede 
expresar en terminos de (D./);, y ( D., ) como sigue: 

D M i = — ( Dj)jiCn + ( Dj)jiCxi 

Similarmente, los desplazamientos de extremo del nudo k se pueden 
obtener como sigue: 

Dm3 = (Dj)klC-Xi + ( Dj)knCYi 
Dun = — (Dj)iiCy; + ( Dj)uiCxi 

Las expresiones anteriores para los elementos se pueden 

ahora sustituir en la Ec. (4-9). Cuando se hacen sustituciones simi- 
lares para los elementos de [S^],-, la ecuacion se puede desarrollar 
en las siguientes cuatro ecuaciones separadas: 

= (Ajiil),-,! + {[(^r)jl — {Dj)kl]Cxi 

"b [ (.Dj ) j'2 — (.Dj)ki]CY if 


(Am) = ( Aml)i,2 


(4-34) 
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/,,, (4-34, cont.) 

(A M )i,z = (A ML )i . 3 - {[(Dj)* - (Dj) kl ]Cx< 

+ [( Dj)ji {Dj)k2]Crij 

(Am){,4 — (4jul);,4 

Estas ecuaciones pueden ahora ser aplicadas repetidamente para 
todos los miembros de la armadura. Para cada miembro los despla- 
zamientos Dj que aparecen en las ecuaciones deben extraerse en la 
forma apropiada del vector Dj de todos los desplazamientos de nudo. 

Otro metodo para obtener el vector {D^} ; que aparece en la Ec. 
(4-9) es usar rotacion de eje. Este metodo sera descrito mas ade- 
lante en el Art. 4.14. 

Un ejemplo del analisis de una armadura plana aparece en el si- 
guiente articulo, y un programa de computacion para el analisis de 
armaduras planas se presenta en el Art. 5.5. 



Fig. 4-23. Ejemplo (armadura plana) 



286 


ANALISIS DE ESTRUCTURAS RETICULARES 


4.12 Ejemplo. La armadura plana mostrada en la Fig 4-23a va a ser anali 

“ °c de r ,os en d anicu, ° — % — 

cargas de nudo y cargos da miembro. dUIa C ° nSmen “ 

arbitra ™ P ara los miembros y los nudos se da an la 

Fig. 4-23b, que muestra la estructura restringida. Los numeros de los miembros 
se indican en circulos adyacentes a los miembros y los numeros de los nudos se 
ndican por numeros adyacentes a los nudos. El sistema de numeracion para 

iue md a “T m .i DS de nud °- se re P resenta por numeros adyacentes a te SeE 
que mdican las direcciones positivas de los posibles desplazamientos Por su 

l ZT‘J S,Stema . de oorneracion de los desplazamientos se eZenma de[ sis! 

, d num eracion de los nudos de acuerdo con las Ecs (4-271 Notes, 
lofdt ni S ‘ ema n,os " ad 1 ° en la Fig ' 4 ‘ 23b P“ a numerar los nudos (y po^ende 

InalSs Sln mlen h ^ a “ innccesari ° <=> noovo arreglo de las matrices en el 
nalisis. Sm embargo, este no sera en general el caso. 

TABLA 4-18. INFOHMACION DE LOS NUDOS PARA LA ARMADURA 

DE LA FIG. 4-23 



TABLA 4-19. INFORM ACION DE LOS MIEMBROS PARA LA ARMADURA 

DE LA FIG. 4-23 


Cosenos Directores 



6 


L 


0.6 


0.8 
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TABLA 4-20. MATRICES DE RIGIDEZ DE MIEMBRO PARA LOS EJES 
DE LA ESTRUCTURA 


10-1 01 
EA X 0 0 0 0 2 

L -1 0 1 03 

_0 0 0 0_ 4 

12 3 4 


[S^lo = 


■ o © on© 


0 0 6 

1 0 7 

0 0 8 


5 6©8 


EA X 0 1 0-16 


0 -1 0 1 _ 2 
5 6 12 




1 0-18 


0 0 0 

0 -1 0 

7 8 3 


0.36 

-0.48 

-0.36 

0.48 

-0.48 

0.64 

0.48 

-0.64 

-0.36 

0.48 

0.36 

-0.48 

oo 

-0.64 

-0.48 

0.64 

i 

2 . 

7 

8 

0.36 

0.48 

-0.36 

-0.48 

0.48 

0.64 

-0.48 

-0.64 

-0.36 

-0.48 

0.36 

0.48 

-0.48 

-0.64 

0.48 

0.64. 

5 

6 

3 

4 


Con d ongen de coordenadas seleccionado en el nudo 3, como se muestra 
en la Fig. 4-23, las coordenadas x y y de ese punto ambas valen cero. Las 
coordenadas para todos los puntos de la estructura se dan en la Tabla 4-18 en 
terminos de la longitud L de uno de los miembros diagonales. La Tabla 4-18 
tambien da la lista de restricciones para la estructura. Como en el ejemplo 
de la viga continua, el numero 1 en la lista de restricciones indica que existe 
una restncdon, y la presencia de cero indica que no existe restriccion. 

i ir* 4 oo V 9 COntiene la inf ormaci6n para los miembros de la armadura de 
la Mg. 4-23. Los numeros de los miembros, numeros de los nudos,. y areas 
de la seccion transversal, son datos esenciales, pero las longitudes de los miem- 
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bros y sus cosenos directores se pueden calcular de las coordenadas de los 
nudos en los extremos de los miembros (veanse las Ecs. 4-24 y 4-25). Notese 
que el escoger arbitrariamente cual extremo de un miembro se denomina j o k, 
determina el signo de los cosenos directores. 

Como un paso preliminar para formar la matriz de la rigidez total de nudo 
Sj, las matrices de la rigidez individual de miembro S MD se resumen en la 
Tabla 4-20. Estas matrices estan formadas de la. Tabla 4-15 dada en el Art. 4.10. 
Los elementos de cada una.de estas matrices pueden ser cambiados a los luga- 
res apropiados en Sj calculando los Indices j 1, j2, kl y k2 dados por las Ecs. 
(4-27) y luego, haciendo los cambios de acuerdo con las Ecs. (4-28) a (4-31). 
Como una ayuda en este proceso, los valores numericos de los indices j 1, j2, 
kl y k2 se dan en la Tabla 4-20 hacia abajo en el lado derecho, y en el fondo, 
de izquierda a derecha de cada matriz S M „. Como un ejemplo del procedi- 
miento de cambio, considerese el elemento que es el elemento del 

primer renglon y tercera columna de la matriz S MI) para el miembro 2. Este 
elemento esta encerrado en un clrculo en la Tabla 4-20, y su valor es -EAx/L. 
Para el elemento, los indices de renglon y columna de S r tambien estan ence- 
rrados en circulo en la Tabla 4-20. Estos indices indican que el elemento debe 
ser cambiado a la posicion dada por el quinto renglon y septima columna de 
la matriz Sj. Este elemento se muestra encerrado en un circulo en la Tabla 4-21, 
que muestra la apariencia de la matriz S T despues que se ha completado 

TABLA 4-21. MATRIZ DE LA RIGIDEZ DE NUDO PARA LA ARMADURA 

DE LA FIG. 4-23 



1.36 

-0.48 

-1.00 

0 1 

0 

0 

0.36 

0.48 


-0.48 

1.64 

0 

0 ( 

0 

-1.00 

0.48 

-0.64 


-1.00 

0 

1.36 

0.48 1 

-0.36 

-0.48 

0 

0 ' 


0 

0 

0.48 

1.64 ! 

-0.48 

-0.64 

0 

-1.00 

s j = ir 

0 

0 

-0.36 

1 

CD 

oo 

0.36 

0.48 C 

1 . 00 s ) 

0 


0 

-1.00 

-0.48 

-0.64 

0.48 

1.64 

— y 
0 

0 


-0.36 

0.48 

0 

0 

-1.00 

0 

1.36 

-0.48 


0.48 

-0.64 

0 

-1.00 ' 

0 

0 

0.48 

1,64 

TABLA 4 

-22: INVERSION DE LA 

MATRIZ DE RIGIDEZ 




2.503 

0.733 

2.053 

-0.601 



s - 1 

L 

0.733 

0.824 

0.601 

-0.176 




ea y 









2.053 

0.601 

2.503 

-0.733 





-0.601 

-0.176 

-0.733 

0.824 





— 








el proceso de cambio. La matriz se divide de acuerdo con la Ec. (4-1), y apa- 
rece automaticamente la matriz de rigidez de 4 X 4 S en la parte superior 
izquierda sin necesidad de nuevos arxeglos en este ejemplo. La inversion de la 
matriz S se muestra en la Tabla 4-22 para usarla en calculos posteriores. 

Las cargas aplicadas a la estructura aparecen en la Fig. 4-23a. Las que estan 
aplicadas en los nudos se muestran en la Tabla 4-23, y las acciones en los 

TABLA 4-23. ACCIONES APLICADAS EN LOS NUDOS 


Nudo 

Fuerza en la 
Direccion de x 

Fuerza en la 
direccion de y 

1 

0 

0 

2 

2P 

P 

3 

0 

0 

4 

0 

0 


extremos de los miembros en la estructura restringida causadas por las cargas, 
se resumen en la Tabla 4-24. Las cargas de nudo se colocan en el vector A 
(vease la Ec. 4-32): 

A = P{0, 0, 2, 1,0, 0, 0, 0} 

y las acciones en la Tabla 4-24 forman la matriz A ML . En seguida, los elemen- 


TABLA 4-24. ACCIONES EN LOS EXTREMOS DE MIEMBROS 
RESTRINGIDOS DEBIDOS A LAS CARGAS 


Miembro 

(^ML)i.l 


1 


1 

0 

-2P 

0 

2P 

2 

0 

P 

0 

P 

3 

0 

P 

0 

P 

4 

0.5P 

0.5P 

0.5P 

0.5P 

5 

0 

0 

0 

0 

6 

0 

0 

0 

0 


tos de A ml se cambian al vector de cargas equivalentes A E , como se indica 
por las Ecs. (4-33). El vector resultante es como sigue: 

A E = P{1.0, 2.0, 0.5, -2.5, 1.0, -1.0, 0.5, -1.5} 

En seguida los vectores A y A E se suman (vease la Ec. 4-5) para formar el 
vector de cargas combinadas A c : 

Ac = P{1.0, 2.0, 2.5, -1.5, 1.0, -1.0, 0.5, -1.5} 
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Como se menciono anteriormente, no hay necesidad de volver 
vector. Los primeros cuatro elementos constituyen el vector A D : 


a arreglar este 


A d = P{1.0, 2.0, 2.5, -1.5} 

y los ultimos cuatro elementos son los elementos negativos de A RL : 

Ar L = P {—1.0, 1.0, -0.5, 1.5} 

La solucion se puede completar primero calculando los desplazamientos 
de nudo D, utilizando la Ec. (4-8), con el siguiente resultado: 


D = S -1 Ad 


PL 

EAx 


{10.001,4.147-, 10.611, 


-4.020} 


El vector para esta estructura contiene el vector D en la primera parte v 
ceros en su parte final: 


Dj 


PL 


JX~ x ^ 10jP01 ’ 4 - 147 > 10 -6H, -4.020, 0, 0, 0, 0} 


En el siguiente paso se calculan las reacciones utilizando la Ec. (4-4) con 
la matriz S RD obtenida de la parte inferior izquierda de la Tabla 4-21 : 

Ar = A ri . + Sr D D = P { — 2.89, -5.67, -2.11, 7.67} 

Como ultimo paso en el analisis, las acciones de extremo de miembro A„ 
se obtienen por aplicacidn de la Ec. (4-9) o de las Ecs. (4-34) para had? 
miembro de la estructura. Los resultados de estos calculos se resumen en la 


TABLA 4.25. ACCIONES DE EXTREMO FINALES DE MIEMBRO 


Miembro 


(A M ) i>2 



1 

-0.610P 

-2.000P 

0.610P 

2.000P 

2 

0.0 

1.000P 

0.0 

1.000P 

3 

-4.14 7P 

1.000P 

4.147P 

1.000P 

4 

4.520P 

0.500P 

-3.520P 

0.500P 

5 

2.683P 

0.0 

-2.683P 

0.0 

6 

-3.150P 

0.0 

3.150P 

0.0 


Tabla 4-25. Este paso completa el analisis de la armadura plana para las 
cargas dadas. * 

4.13. Rotacion de ejes en dos dimensiones. Como previamente se 
menciono en el Art. 4.10, el metodo directo para la formulacion de 
las rigideces de miembro es satisfactorio para vigas continuas y arma- 
dnras. Ademas, un metodo que emplea la rotacion de ejes es apro- 
piado para estructuras mas complejas. En este artlculo, la rotacion 
de ejes para vectores en dos dimensiones, se formula sobre una base 


METODO DE LA RIGEDEZ 

geometrica; en el siguiente articulo, el metodo se aplica en el ana- 
lisis de armaduras planas. En seguida, en el Art. 4.15, se discutira 
el tema de rotacion de ejes en tres dimensiones, y en los artlculos 
subsecuentes se trataran otros tipos de estructuras utilizando esta 
tecnica. 

A fin de principiar la discusion, considerese una action A que 
aciua en el piano x-y (vease la Fig. 4-24). Dos grupos de ejes orto- 
gonales con el origen en 0 se muestran en la figura. Los ejes x*, y s 
mas adelante se tomaran paralelos a una serie de ejes de referencia 
de la estructura y los grupos de x M , y ir se tomaran como un par de ejes 
orientados con el miembro. Los ejes xy, y M forman con los ejes x. s , y s 
un angulo y. Permltase que los cosenos directores del eje x M con res- 
pecto a los ejes x. s . y y s sean A u y A 12) respectivamente. Es evidente, 



Fig. 4-24. Rotacion de ejes en dos dimensiones 


de la Fig. 4-24, que estos cosenos directores pueden ser expresados 
en terminos del angulo y como sigue.- 

A n = cos y \ 12 = cos (90° — y) = sen T (a) 

Tambien, permltase que los cosenos directores del eje y M> con res- 
pecto a los ejes x$ y y s sean A 2i y A 2a , resj>ectivamente. Estos cosenos 
directores pueden tambien ser expresados en terminos del angulo y: 

X 2 i = cos (90° + y) = — seny x 22 = cos y (b) 

Para cualquiera de los cosenos directores anteriores, el primer sub- 
indice se refiere a los ejes x u , y M , y el segundo subindice se refiere 
a los ejes x s , yg. Ademas, el numero J. indica la direccion x (cual- 
quiera de Xu o Xr), y el numero 2 indica la direccion y (cualquiera 
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de y M o y s ). Por ejemplo, A 12 es el coseno director del eje x u con res- 
pecto a I eje y s . 

La accion A puede separarse en dos componentes ortogonales 
A xs y A ys en las direcciones de x s y y s , respectivamente, segun se 
muestra en la Fig. 4-24. Alternativamente, A tambien puede ser sepa- 
rada en dos componentes ortogonales Axu y A Y1! en las direcciones 
de x M y y M , respectivamente, como tambien se muestra en la figura. 
El ultimo grupo de componentes puede expresarse en terminos del 
grupo anterior por revision de la geometria en la Fig. 4-24. Se puede 
observar que Axm es igual a la suma de las proyecciones de A X s y A rR 
sobre el eje x M . Ademas, Am es igual a la suma de las proyecciones 
de Axs y A rs sobre el eje y u . Por lo tanto, las expresiones para A Xi{ 
y Aym son : 

Axm = XnAxs + A^Ars 

(c) 

Aym — 'knAxs + X22Ays 

En la forma matricial, estas expresiones se convierten en : 


s 

1 

1 

"X u 

Xl2 

Axs 

La ym J 

_X21 

X22_ 

_Aj'5_ 


La sustitucion de las expresiones (a) y (b) en la Ec. (4-35) produce 
la siguiente forma alternativa: 


A XM _ 

_AyjwJ 


cos y sen y 
- sen 7 cos y 


Axs 
- -Ays. 


(4-36) 


Las Ecs. (4-35) y (4-36) pueden ser precisadas en una forma con- 
cisa por la expresion 

Am = RA S (4-37) 

En esta ecuacion, A M es un vector que consiste de las componentes 
de A, paralelas a los ejes x M , y u ; A s es un vector que contiene las com- 
ponentes de la accion A paralelas a los ejes x s , y y R es una matriz 
de los cosenos directores que se denominara la matriz de rotacion. 
Como se muestra por las Ecs. (4-35) y (4-36), la matriz de rotacion 
en un problema de dos dimensiones es como sigue: 


"Xu 

Xljl 

cos 7 

sen7 _ 

_X21 

XsJ 

_ — sen7 

COS 7 _ 


Tambien es posible expresar el grupo de componentes x. s , y s de la 
accion A en terminos del grupo de componentes x M , y M . Esta trans- 
formacion se puede llevar a cabo observando que A xs es igual a la 
suma de las proyecciones de A.™ y A Yif sobre el eje x s , y que A ys es 
igual a la suma de las proyecciones de A XM y A rjf sobre el eje y„. Por 
lo tanto, 
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Axs — XnAxM + X 21 A ym 
Ays = X^Axat + X22A ym 


(d) 


Cuando se expresan en forma matricial, estas ecuaciones se con- 


vierten en: 


Axs 

Xn 

X 21 

Axm 

_ A ys_ 

" LXi2 

X22_ 

_ Aym- 


Axs 

"cos 7 

— sen 7" 

Axm 

_ Ays_ 

_sen 7 

COS 7_ 

_ Aym _ 


(4-39) 

(4-40) 


Las Ecs. (4-39) y (4-40) pueden ser representadas por la ecuacion 
matricial 


A B = R'A m (4-41) 

en donde R' es el transpuesto de la matriz de rotacion R. 

Finalmente, es obvio que de las Ecs. (4-37) y (4-41) el trans- 
puesto de R es igual a su inverso: 


R' = R- 1 (4-42) 

Por lo tanto, la matriz de rotacion R es una matriz ortogonal.* 

Ya que tanto los desplazamientos pequenos como las acciones se 
pueden tratar como vectores, las relaciones formuladas anteriormen- 
te para la accion A, pueden ser igualmente aplicadas a un desplaza- 
miento D. Por lo tanto, ecuaciones similares a las Ecs. (4-37) y 
(4-41) se pueden escribir para los desplazamientos, como sigue: 

Dm = RD S (4-43) 

D s = R'D m (4-44) 

En estas ecuaciones, el vector D„ consiste de las componentes del 
desplazamiento D paralelo a los ejes del miembro, y el vector D s con- 
tiene las componentes del desplazamiento D paralelo a los ejes de la 
estructura. 

Los conceptos de rotacion de ejes arriba discutidos seran aplica- 
dos a armaduras planas en el siguiente artlculo. 

4.14. Aplicacion a miembros de armaduras planas. Un miembro 
tipico de i de una armadura plana, marcado por los nudos j y k en 
sus extremos, se muestra en la Fig. 4-25. Por conveniencia, el miem- 
bro esta orientado de tal forma que sus cosenos directores son posi- 
tives. Los ejes de miembro x M , y M forman un angulo y con los ejes 
\ Xs, ys, que. son paralelos a los ejes de referencia x, y de toda la es- 

* Para mas discusi6n sobre matrices ortogonales, vease cualquier texto sobre algebra 
matricial; por ejemplo. Matrix Algebra for Engineers, por los autores, D. Van Nostrand 
Co., Inc., Princeton, N. J., 1965, 
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Fig. 4-25. Rotacion de ejes para el miembro de una armadura plana 

tructura. Para el proposito de transform aciones de rotacion, es poco 
importante el que uno se refiera al grupo de ejes x s , y s o al grupo de 
ejes paralelos x, y. Para eficiencia de la notacion, el sublndice S ge- 
neralmente se omitira cuando se intente referirse a los ejes de la 
estructura. 

Como primer paso en el uso de la rotacion de ejes en el analisis 
de una armadura plana, la matriz de rotacion R sera expresada en 
terminos de los cosenos directores del miembro i. Una revision de 
la Fig. 4-25 muestra que los cosenos directores del miembro en ter- 
minos del angulo y son: 

Cx = cos y Cy = sen y 

Entonces, la matriz de rotacion (vease la Ec. 4-38) se convierte em 

r = l~ C0S7 sen7 ] = r Cx Cyi 

L-seny cos yj [_-C Y C x ] { } 

En seguida, las relaciones entre accion y desplazamiento en las 
direcciones de x M y y M en los extremos del miembro i se pueden ex- 
presar como sigue: 

{A M )i = (4-46) 

La Ec. (4-46) es la misma que la Ec. (4-9) cuando el vector {A ML ).„ 
que aparece en la ultima ecuacion, es nulo. Por lo tanto, la Ec. (4-46) 
da las acciones en los extremos del miembro debidas a los desplaza- 
mientos de sus extremos. La matriz de rigidez de miembro [S„]i 
(vease la Ec. 4-46) fue formada en el Art. 4.10 y presentada en la 
Tabla 4-14. Ahora, el objetivo es transformar esta matriz para los 
ejes del miembro en la matriz [iS.unji para los ejes de la estructura 
(vease la Tabla 4-15). 

Como paso preliminar al transformar los ejes de la estructura, 
la Ec. (4-46) se puede escribir en forma dividida (omitiendo el sub- 
indice z), como sigue: 
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Smu Sm12 
Sm21 Sm22 

Sum Sm 32 

.Sm 41 Sm 42 


Sm \3 Smu Dmi 
Sm23 Sm24 Dm2 


Sm33 Sm34 D M3 

Sm4 3 <Sm44_ _Dm4. 


Los subindices 1, 2, 3 y 4, usados en esta ecuacion, se refieren a 
las direcciones de los miembros mostradas en la Fig. 4-14c. La Ec. 
(a) tambien puede ser escrita en la siguiente forma: 


Am j 

_ §M;7 

[D M y 

_Am*_ 

_Sm*/ 

Smi^J LDmi. 


En esta ecuacion los subindices j y k de las submatrices se refieren 
a los extremos j y k del miembro. Los terminos A Mj , A m , D M j y ’Dm*, 
en la Ec. (b), representan vectores de dos dimensiones (ya sean ac- 
ciones o desplazamientos ) en los extremos del miembro, en las di- 
recciones de los ejes del miembro (vease la Fig. 4-14c). Por lo tanto, 
se pueden expresar, respecto a los ejes de la estructura (vease la 
Fig. 4-14b), utilizando las formulas de rotacion apropiadas del ar- 
ticulo anterior. Estas formulas son las Ecs. (4-37) y (4-43). Cuando 
estas relaciones se sustituyen en la Ec. (b), se convierten en 


'RAy" 



FRByl 

_RAi_ 

LSm*/ 


LrdJ 


Las submatrices Ay, A k , D ; - y B fc representan la accion de dos dimen- 
siones y los vectores de desplazamiento en los extremos del miembro 
con respecto a los ejes de la estructura. 

Una forma equivalente de la Ec. (c) es la siguiente: 


n r Ay"j n 

u La J “ li 


"R O 
O R 


Para simplificar la escritura de esta ecuacion, hagase que Rr sea la 
matriz de rotacion transformada para acciones y desplazamientos 
en ambos extremos del miembro: 

Rx - [®j ®] (4-47) 

La Ec. (d), entonces, se puede escribir como sigue: 

RtA = SmRtD (e) 

Los vectores A y D en la Ec. (e) consisten de las acciones y despla- 
zamientos en los extremos del miembro en las direcciones de los ejes 
de la estructura (vease la Fig. 4-14b), 
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Multiplicando ainbos lados de la Ec. (e) por la inversa de Rr, da: 

A = Rt 'SmRtD (f) 

Como la submatriz R es ortogonal, la matriz Rr tambien es ortogo- 
nal. Este hecho se puede ver multiplicando R x por su transpuesto, 
como sigue: 


R' 

0 ■ 

~R 

O" 

“R ; R 

0 • 

,0 

RE 

_o 

R_ 

. o 

R'R_ 


= "R _1 R O 1 _ r I 01 

„ O R“ r Rj _ Lo I J ~ 1 

Por lo tanto, el transpuesto de Rr es tambien el inverso de Rr : 

Rf 1 = Rt (4-48) 

y la sustitucion de la Ec. (4-48) en la Ec. (f) produce: 

A = RtSmRtD (4-49) 

Puesto que la ecuacion de accion-desplazamiento que relaciona 

a las acciones A y desplazamiento D es 


A = SmdD (4-50) 

en donde S M n es la matriz de rigidez de miembro para los ejes de la 
estructura, se puede ver rapidamente, comparando las Ecs. (4-49) y 
(4-50), que 

Smd = RtSmRt (4-51) 

El calculo de la matriz S M d de esta ecuacion se lleva a cabo como 
sigue: 

Smd = 




Cuando estas multiplicaciones matriciales se hacen, el resultado es 
la matriz S MD (vease la Tabla 4-15) que previamente fue obtenida 
por el metodo de la formulacion directa. 
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Ademas de la transformacion de la matriz de rigidez de miembro 
de los ejes de miembro a los ejes de la estructura, los conceptos de 
rotacion de ejes tambien se pueden utilizar para otros propositos en 
, el metodo de analisis de la rigidez. Una aplicacion importante se pre- 

senta en la formation del vector de carga equivalente A E de los ele- 
mentos de la matriz A ML . Las contribuciones al arreglo anterior (los 
elementos que estan alineados con los ejes de la estructura) del ul- 
timo arreglo (que tiene los elementos alineados con los ejes del 
miembro) se pueden obtene* por la siguiente transformacion: 

(Aiirr)i,i 
{Aml)*, 2 

(djia)i, 3 

(A ml)*, 4 

{A M l) i ,lCx i — {.A ml) ifiC/Yi 

(Aml)*,iCy* (A ml) i,*C: Xi 

(A ML) x,zC Xi — ( AML)i,4Cy’i 

_(AML)i.iCn + (Amz,)c-iCxi_ 

en donde el vector {A^}; se forma de los elementos del zesimc ren- 
glon de la matriz A ML . Estas expresiones, con los signos cambiados, 
representan las partes de incremento de A,. : previamente dado en 
las Ecs. (4-33). 

Otra aplicacion .significante del concepto de la rotacion de ejes 
aparece en el calculo de las acciones de extremo finales de miembro. 
Este calculo consiste en la superposicion de las acciones iniciales en 
el miembro i y de los efectos de desplazamientos de nudo. Este pro- 
cedimiento de superposicion se expresa por la Ec. (4-9) que se re- 
pite abajo: 

{Am} i = {Amlj i + 0$w]i {Dm} i (4-9) 

repetida 

El vector {D Jf }i en esta ecuacion se debe establecer del vector de 
desplazamientos de nudo D.,. Los ultimos desplazamientos estan en 
las direcciones de los ejes de la estructura, pero los desplazamientos 
primeros estan en las direcciones de los ejes de miembro. Por lo 
tanto, el vector {D M }i se puede obtener por la siguiente transfor- 
macion : 

{Dm}< = [RtUDj}, (4-52) 

en la que {Dj} ; es el vector de desplazamientos de nudo para los ex- 
tremos del miembro i. Sustituyendo la Ec. (4-52) en la Ec. (4-9) se 
produce la expresion siguiente: 

{Am} i = {Aml} « + [SM]i[Rr]i{Dj} ,• 



■Cyi 0 
Cxi 0 
0 Cxi 
0 Cyi 


(4-53) 
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La Ec. (4-53) puede tambien ser escrita en una forma mas general. 
(Aa/),',2 _ 

(A a/), ,3 (Aml)i,3 

_(Aa/),\4_ _(Aa/l)»,4_ . 


En la Ec - 0-54), los subindices j 1, )2, fcl y k2 Uevan las definiciones 
previamente dadas por las Ecs. (4-27). Cuando se hacen las multi- 
piicaciones matnciales indicadas en la Ec. (4-54), las cuatro ecua- 
ciones resultantes son las mismas Ecs. (4-34) obtenidas en el Art. 
4.11 por el metodo de la formulacion directa. 

En resumen, el concepto de rotacion de ejes tiene varias aplica- 
ciones utiles en el metodo de analisis de la rigidez. La matriz de 
rigidez de miembro para los ejes del miembro S M se puede transfor- 
mar en la matriz de rigidez de miembro para los ejes de estructura 
S MD por medio de la Ec. (4-51). Ademas, las con tribuci ones al vector 
de cargas equivalentes A E de un miembro dado, se pueden evaluar 
convenientemente por rotacion de ejes, como se discutio antes. Fi- 
nalmente, las acciones de extremo de miembro se pueden obtener 
por la formulacion de rotacion de ejes dada por la Ec. (4-53). 

Se vera mas tarde que las ecuaciones matriciales arriba dadas 
para rotacion de ejes en armaduras planas, se pueden generalizar y 
aplicar a tipos mas complicados de estructuras. 



" 10 - 10 " 
EA Xi 0 0 0 0 

^ - 1 0 10 

_ 0 0 0 0 


4.15. Rotacion de ejes en tres dimensiones. Considerese la accion 
A en tres dimensiones mostradas en la Fig. 4-26. Los dos juegos de 
ejes ortogonales x s , z s y x M , y M , z M son analogos a los dos juegos 
de ejes en el caso de dos dimensiones de la Fig. 4-24. Hagase que 
los cosenos directores del eje x M> con respecto a los ejes x N , y s> z.,, 
sean A u , A la y a, 3 . Estos cosenos directores son los cosenos de los ? an- 
gulos entre el eje x u y los tres ejes x s , y H y z.,, respectivamente. Tam- 
bien hagase que los cosenos directores para el eje y hl sean A„ 1; A.,., y 
A,,, y aquellos para el eje z M sean A : „, A as y A,.,. 

La accion A se puede representar por un juego de tres compo- 
nentes ortogonales A,,, A r , y A z , en las direcciones de x,, Vli y 
Zs res P ectlvam ente, como se muestra en la Fig. 4-26. De modo alter- 
nativo, esta accion se puede representar por un segundo iuego de 
componentes A x „, A YU y A yM en las direcciones de x u , y M y Zjf ; estas 
ambien estan indicadas en la figura. Las ultimas componentes se 
pueden relacionar con las anteriores como en el caso de dos dimen- 
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Fig. 4-26. Rotacion de ejes en tres dimensiones 

siones. Por ejemplo, Axa/ es igual a la: suma de las proyecciones de 
Aa-s, A ys y A zh sobre el eje x M . Las componentes de A YM y A ZiI se 
pueden expresar en una forma similar, resultando las siguientes 
relaciones : 


Axm 
Am = A ym 
Azm 


^ii ^12 X13 

^21 X 22 X 23 

X 31 X 32 X 33 


Si una matriz de rotacion R tridimensional se define como sigue, 

Xll X 12 X 13 

R = X 2 i X 22 X 23 (4-56) 

_Xsi X 32 X 33 _ 

entonces la Ec. (4-55) se puede escribir en la forma 

A m = RA S ( 4-57) 

que es de la misma forma que la Ec. (4-37) para el caso de dos 
dimensiones. 

Es tambien posible expresar el juego de componentes de la accion 
A sobre los ejes x.,, y H , z s en terminos de las componentes sobre los 
ejes x M} y M , z.„. Por ejemplo. A** es igual a la suma de las proyec- 
ciones de A X u, A Y!il y A 7sr sobre el eje x s . : Expresando las componentes 
en esta forma se llega a la siguiente relacion.- 
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An A21 A31 Axm 

As = -Ays = A 12 A22 A32 Am ( 4 - 5 S) 

_AzS,J _Al3 A23 A33J _Azm_ 

Esta ecuacion se puede escribir en forma concisa, como sigue: 

A s = R'Am (4-59) 

que es de la misma forma que la Ec. (4-41) en el caso de dos di- 
mensiones. 

Es obvio, de las Ecs. (4-57) y (4-59), que el transpuesto de la 
matriz R, de 3 X 3, es igual a su inversa. Por lo tanto, esta matriz 
es ortogonal, como en el caso bidimensional. 

Las relaciones eorrespondientes a las ecuaciones anteriores, que 
estan deducidas para acciones, son buenas tambien para la trans- 
formacion de desplazamientos en tres dlmensiones. Por lo tanto, las 
componentes D M de un desplazamiento D en las direcciones de x M , 
y M , z M se pueden expresar en terminos de las componentes D s en las 
direcciones de x s , y s , z N , como sigue: 

Dm = RD S (4-60) 

Tambien, el vector D s se puede expresar en terminos del vector D M 
por la relacion: 

D s = R'D m (4-61) 

Las Ecs. (4-60) y (4-61) son de la misma forma que las Ecs. 
(4-43) y (4-44) para el caso bidimensional. Por lo tanto, las rela- 
ciones para la rotacion de ejes en tres dimensiones, son completa- 
mente analogas a las de dos dimensiones, excepto que la matriz R 
es del orden de 3 X 3 en vez de 2 X 2, y los vectores son del orden 
de 3 X 1 en vez de 2 X 1. 

4.16. Rigideces de miembros de marcos pianos. Como introduc- 
cion en el analisis de marcos pianos, la matriz de rigidez de miembro 
para un miembro tlpico de un marco piano sera encontrada en ‘este 
articulo. La matriz primeramente se formula con respecto a los ejes 
del miembro y entonces se transform ara con respecto a los ejes de 
la estructura por medio del metodo de rotacion de ejes. 

La Fig. 4-27a muestra un miembro tlpico i en un marco piano. 
Los nudos en los extremos del miembro se denominan j y k, como 
en las estructuras anteriores. 

El juego de ejes ortogonales x, y, z, mostrados en la Fig. 4-27, 
son los ejes de referencia para la estructura. El marco piano des- 
cansa en el piano x-y, que se supone es el piano principal de flexion 
para todos los miembros. Se supone que los miembros del marco 
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Fig. 4-27. Sistema de numeracion para un miembro de un marco piano 

estan rigidamente conectados, y los desplazamientos significantes 
de los nudos consisten de translaciones en el piano x-y y giros en el 
sentido de z. 

Los posibles desplazamientos en los extremos de un tipico miem- 
bro i estan indicados en la Fig. 4-27b para los ejes orientados para 
el miembro x M , y u y z M . Los ejes de miembro estan girados de los 
ejes de la estructura respecto del eje z M un angulo y. Los seis des- 
plazamientos de extremo, mostrados en sus sentidos positives, con- 
sisten de translaciones en las direcciones de x u y y»i, y un giro en el 
sentido z u (0 z) en los extremos j y k, respectivamente. Si se inducen 
desplazamientos unitarios de estos tipos en cada extremo del miem- 
bro uno por uno, las acciones de restriccion resultantes constituiran 
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los elementos de la matriz de rigidez de miembro S M para ejes de 
miembro. Estas acciones de restriccion pueden obtenerse de los casos 
( 1 ), (2), ( 6 ), (7), ( 8 ) y (12) de la Fig. 4-2 en el Art. 4.3. La matriz 
de rigidez de miembro de 6 X 6 para ejes de miembro esta dada en 
la Tabla 4-26. 


TABLA 4-26. MATRIZ DE RIGIDEZ DE MIEMBRO PARA UN MARCO 
PLANO PARA EJES DE MIEMBRO (FIG. 4-27b) 


0 

0 

EAx 

L 

0 

0 

\2Elz 

QEI Z 

0 

12 EIz 

QEI Z 

L 3 

L 2 

L 3 

L 2 

QEI Z 

4 EIz 

0 

6 Eh 

2 EIz 

L 2 

L 

L 2 

L 

0 

0 

EA X 

L 

0 

0 

12 EIz 

QEI Z 

0 

\2EIz 

6 EIz 

L 3 

L 2 

L 3 

L 2 

6 EIz 

2 EIz 

0 

QEIz 

4:EIz 

L 2 

L 

L 2 

~L~ 


Considerese en seguida la tarea de transformar la matriz de ri- 
gidez de miembro S M a la matriz de rigidez S MD para los ejes de la 
estructura. La Fig. 4-27c indica los seis posibles desplazamientos 
en los extremos de miembro i en las direcciones de los ejes de la es- 
tructura. A fin de transformar la matriz de rigidez de miembro de los 
ejes del miembro a los ejes de la estructura, se requiere la matriz 
de rotacion transformada R T para el miembro de un marco piano. 
Como primer paso, la matriz de rotacion R de 3 X 3 se expresara 
en terminos de los cosenos directores del miembro i, mostrado en la 
Fig. 4-27b (o 4 -27c). Esto se puede llevar a cabo expresando los 
cosenos directores de ejes de miembro en terminos del angulo- y y 
luego sustituyendo los cosenos directores para el miembro, como 
sigue: 

Xu X 12 Xi 3 cos y sen y 0 Cx Cy 0 

R= X 2 i X 22 X 23 = —sen 7 cosy 0 = -Cr Cx 0 (4-62) 

X 3 1 X 32 X 33 _ 0 0 1 0 0 1 

La matriz de rotacion transfoimada Rt para el miembro de un marco 
piano puede mostrarse que toma la misma forma que la Ec. (4-47): 


t> fR O" 

Rt = |_o rJ 
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En la Ec. (4-63) la matriz R es la matriz de rotacion de 3 X 3 dada 
por la Ec. (4-62). 

Teniendo a la mano la matriz de rotacion transformada, puede 
uno entonces calcular la matriz de rigidez de miembro para los ejes 
de estructura utilizando el tipo de operaciones mostradas previamen- 
te por la Ec. (4-51). 

Smd = Rt^mRt (4-64) 

en la que la matriz Rt esta dada por la Ec. (4-63). La matriz de 
rigidez de miembro que resulta de esta transformation se presenta 
en la Tabla 4-27. Esta matriz sera usada en el analisis de marcos 
pianos en el siguiente articulo. 

4.17. Analisis de marcos pianos. En este articulo se presenta un 
procedimiento para analizar marcos pianos del tipo ilustrado en la 
Fig. 4-27a. Se supone que las acciones a.plicadas a tal marco son fuer- 
zas en el piano de la estructura (el piano x-y ) o vectores de momento 
normales al piano. 

Como paso preliminar en el analisis, deben ser numerados los 
miembros y los nudos de la estructura! Las tecnicas de numeracion 
descritas en el Art. 4.11 para armaduras planas se pueden aplicar 
tambien a marcos pianos. Los nudos estan numerados consecutiva- 
mente del 1 al y los miembros de 1 a m. La secuencia de nume- 
racion es arbitraria, pero cada miembro y cada nudo deben tener 
un numero. 

Ya que tanto las deformaciones axiales como las de flexion se 
tomaran en cuenta en los analisis de marcos pianos, existe la posi- 
bilidad de que hayan tres desplazamientos independientes en cada 
nudo. Estos desplazamientos se toman como las translaciones del nudo 
en las direcciones de x y y y los giros en el sentido de z. Por lo tanto, 
los posibles desplazamientos en el nudo j se pueden design ar como 
sigue: 

3j — 2 = Indice para la translacion en la direccion de x 

3j — 1 = indice para la translacion en la direccion de y 

3 j = indice para la rotacion en el sentido de z 

Ademas, el numero n de grades de libertad en un marco piano se 
calcula a partir del numero de nudos rij y el numero de restricciones 
n r por la siguiente expresion: 

■ n = 3 Uj — n r (4-65) 

Un miembro particular i en un marco piano tendra los numeros 
de nudo j y k en sus extremos, como se muestra en la Fig. 4-28. Los 
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Fig. 4-28. Desplazamientos de extreme) para el miembro de un marco piano 

posibles desplazamientos de los nudos asociados con este miembro 
tambien estan indicados en la Fig. 4-28. Estos desplazamientos pue- 
den indicarse por las siguientes expresiones : 

jl = 3j - 2 j2 = 3j - 1 j'3 = 3 j 

kl = 3k - 2 7c2 = 3k - 1 /c3 = 3 k (4 ~ 66) 

Los indices en las Ecs. (4-66) prueban ser convenientes para el pro- 
posito de imponer las contribuciones de las rigideces de miembro a 
la matxiz de rigidez de nudo, como en el caso de vigas y axmaduras. 
Son tambien utiles para calcular las acciones de extremo de miembro 
debidas a los desplazamientos de nudo. 

A fin de formar la matriz de rigidez de nudo de modo ordenado, 
se recomienda el siguiente procedimiento. Primero, se forma la ma- 
triz de rigidez de 6X6, S MD , para los ejes de estructura para el 

zesimo miembro en el marco (vease el Art. 4.16, Tabla 4-27). El 

miembro z contribuye a las rigideces de los nudos j y k en los extre- 
mes del miembro. Por lo tanto, elementos apropiados de la matriz 
Smd para este miembro se pueden cambiar a la matriz de rigidez 
total de nudo Sj por medio de un manejo ordenado de subindices. 
La primera columna de la matriz S MI ) consiste de las acciones de 
restriccion en j y k debidas a la translacion unitaria en la direccion 
de x del extremo j del miembro i (indice jl). Esta columna se cam- 
bia en la matriz Sj como sigue: 



L 

Smd 

+ 


(Sj)j2,jl = 

L 

Smd 

+ 

( SMD2l)i 

= 

L 

Smd 

+ 

(Sm D 3l) i 

(S/Lui = 




(SMD4l)i 

0SV)t2,yi = 




( SMDbl)i 

Co 

?r- 

II 




{Smd%\)< 
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En estas ecuaciones los primeros tres coeficientes de rigidez consis- 
ten de la suma de las contribuciones de todos los miembros que se 
conectan en el nudo j, incluyendo el miembro i. Las ultimas tres ri- 
gideces incluyen unicamente las contribuciones del miembro i. 

Expresiones similares a las Ecs. (4-67), se pueden escribir para 
translaciones unitarias en la direccion de y del nudo j (indice j2): 

(Sj)jiji = 22 Smd + (j$wdis)i 

(4-68) 

(Sj)ki,j2 — {SMD62)i 

Por lo tan to, los elementos de la segunda columna de S MD para el 
miembro i se cambian como contribuciones a la matriz Sj. 

Similarmente, para un giro unitario del nudo j en el sentido de z 
(indice j3), las expresiones para cambiar la tercera columna de 

Smd SOn : / q \ __ V'o i ?o \ 

\Oj)j 1J3 — 2^ *-> MD ~T \OMDl3ji 

... (4-69) 

(Sj)k3,j3 — (S.\/DC3)i 

Las expresiones para cambiar la cuarta columna de S MD a la 
matriz Sj son similares a las ecuaciones anteriores, excepto que las 
primeras tres rigideces consisten unicamente de las contribuciones 
del miembro i, f las ultimas tres son sumas de las contribuciones de 
todos los miembros que se conectan en el nudo k. Por lo tan to, para 
una translacion unitaria en la direccion de x del nudo k (Indice El), 
las expresiones son como sigue: 

(Sj)n,ki = (Smdu) t 

• (4-70) 

(,Sj)k3,ki — 22 Smd + {Smd 64 ) * 

Similarmente, para una translacion unitaria en la direccion de y 
del nudo k (indice E2), las expresiones para cambiar la quinta co- 
lumna de S M D son: 




{SmDUi) i 


( Sj)k3,k2 — 22 Smd + (SmD6&)\ 

Finalmente, para un giro unitario del nudo k en el sentido de 
z (indice E3), se aplican las siguientes expresiones: 

(Sj)}l,k3 ~ (SMDn)i 

(4-72) 

(Sj)k3,k3 = 22 Smd + (SMDtbji 
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En el proceso de cambio de elementos de la matriz de rigidez de 
miembro S M d a. la matriz de rigidez total de nudo Sj, como se des- 
cribio arriba, no se intento tomar ventaja de la simetria que existe 
en las matrices. El reconocimiento de esta simetria permite hacer, 
por un camino mas corto, el procedimiento de cambio. 

La formacion de la matriz completa Sj consiste en generar y 
cambiar la matriz S MD para todos los miembros (de 1 aim) de la 





Fig. 4-29. Cargas de nudo para un marco piano 

estructura. Despues de que la matriz Sj se ha generado, si es nece- 
sario, debe ser nuevamente arreglada en la forma dada por la 
Ec. (4-1). 

En la siguiente fase del analisis, se f orman los vectores asociados 
con las cargas sobre el marco. Las acciones extemas aplicadas en 
los nudos constituyen el vector A. La Fig. 4-29 muestra las acciones 
en un nudo tipico k en un marco piano. La accion A 3k . 2 es la compo- 
nente en x de la fuerza aplicada en k; A 3k .. , es la componente en y de 
la fuerza aplicada; y A 3k representa un par en el sentido de z aplicado 
en el nudo. Por lo tan to, el vector A tomar a la siguiente forma: 

■4- - {-4-lj -4-2) -4-3) • • • ) A 3 k — 2) A 3 k—1, Azk, . . . , -4.3 n/ _2, A3„,_i, A3n,} (4-73) 

La Fig. 4-30b delinea las acciones en los extremos del miembro 
de un marco piano restringido debidas a las cargas. Las acciones de 
extremo para el miembro i, con respecto a los ejes orientados con el 
miembro, se definen como sigue.- 

1 — fuerza en la direccion de x M en el extremo j 

(A ml ) ij2 = fuerza en la direccion die y u en el extremo j 

(A, = par en el sentido de z u en el extremo j 
(.Ai( L )i i4 = fuerza en la direccion de x u en el extremo k 

(A ML )i'S = fuerza en la direccion de y M en el extremo k 

(A ML ) iiC = par en el sentido de z M en el extremo k 
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Fig. 4-30. Cargas sobre el miembro de un marco piano 

Estas acciones de extremo se pueden obtener del Apendice B para 
condiciones particulares de carga. La matriz A ML es un arreglo del 
orden m X 6, en la que cada renglon consiste de los elementos enp- 
merados arriba para un miembro dado; por lo tanto: 



{Aml) i,i 

(Aml) i,2 

(Aml)'.1 ,3 

(Aml)\a 

(Aml) i , 5 

(Aml)i,G 

Aml = 

(Aml){, i 

(Aml)\, 2 

{Aml) 

. (Aml) i,4 

(Aml) i.5 

(Aml) i.6 


_{Aml)vi, i 

(Ajtfl.)m,2 

(Ajtfl.) m , 3 

(Am l)tti ,4 

(Aml)™, s 

(Aml)™,*. 


(4-74) 

La formacion del vector de carga equivalente A E se puede hacer 
por el metodo de rotacion de ejes. Este metodo se demostro previa- 
mente para armaduras planas en el Art. 4.14. Las Figs. 4-30a y c 
muestran las cargas equivalentes en j y k que reciben contribuciones 
del miembro z. Los valores negativos de estas contribuciones se pue- 
den valuar como sigue : 

~Cx% — Cy,- 0 0 0 0 

Cy i Cxi 0 0 0 0 (Aml) 1,2 

0 0 1 0 0 0 (A if l) i,3 

0 0 0 Cxi — Cy,- 0 {A ml) i,i 

0 0 0 C>'{ C'xi 0 (Aml) i,6 

_ 0 0 0 0 0 iJL(A^),-,6_ 
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Las expresiones que resultan de esta multiplicacion, con sus signos 
invertidos, representan las partes de incremento de A E contribuidas 
por el zesimo miembro. Por lo tanto, 


(Ae)v- 2 

= E 

Aml ~ 

- (Aml) 

i.lCxi 

+ 

(Aml) 

i,iCyi 

(A,e) 3 /_1 

= E 

Aml ~ 

- (Aa/l) 

U Cy; 

- 

(Aml) 

i.iCxi 

(Ae) 3/ 

= E 

Aml ~ 

- (Aml) 

t ,3 




(Ae) 3fc-2 

= E 

Aml - 

- (Aml) 

i.iCxi 

+ 

(Aml) 

t.sCy, 

(A#)^--! 

= E 

Aml ~ 

- (Aml) 

i A C Yi 

- 

(Aml) 

i.bCxi 

(A.g) 3 fc 

= E 

Aml ~ 

~ (Aml) 

i, G 





La suma de los vectores Ay A E produce el vector de carga com- 
binada A c como se da en la Ec. (4-5). El vector A c , si es necesario, 
puede entonces nuevamente arreglarse en la forma de la Ec. (4-6). 

Despues que la formacion de las matrices requeridas se ha 
llevado a cabo, la sustitucion en las Ecs. (4-8) y (4-4) produce la 
solucion para los desplazamientos de nudo D (que se ha convertido 
en el vector Dj) y reacciones de apoyo A, t . Las acciones de extremo 
del miembro en el marco piano pueden entonces calcularse por el 
mismo metodo que el indicado por la Ec. (4-53) en el Art. 4.14 para 
armaduras planas. La ecuacion que corresponde a la Ec. (4-53) es 
la siguiente: 

{Am) i = (Aa/l) ,• + [*SA/]i[^7 , ]t{L > T} ,- (4-70) 

en la cual la matriz Hr, de 6 X 6, esta dada por la Ec. (4-63). La 
sustitucion de de la Tabla (4-26) y [R r ] t - para el miembro de un 
marco piano, en esta expresion produce lo siguiente: 

FA 

(A.v);,i — ( Aml)i,i + l — (Dj)ki]Cxi 

+ [{Dj)j2 — (Dj)ki]Cyi) 

C Au)i = (A M l)l 2 + {-[{Dj) n - (Dj) kl ]Cy< + 

+ - ( Dj) k2 ]C X i } + [( Dj)j 3 + {DM 

(.Am ) ,- 13 = (Aml)i . 3 + —jj J {— — (Dj)ki\Cyi 

+ [{Dj) y 2 - (Dj) k ,]Cxi) + [{Dj)i 3 + A (£,)«] 

(4-77) 

(Auh.< = (Au L )i A + {- [(Dj) n - (. Dj) ki ]C X i 

- [(Dj) ,t - (Dj) k 2 ]C Yi } 
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U.u),, 6 = (4:)i, a + —jr 1 {[( Dj) n - (Dj) kl ]C Yi 
~ L( Dj) j2 - (. DMCxi . } - ~f UDj)j 3 + 

= UuLh.* + —f {- [(Dj) n - ( Dj) kl ]C Yi 

+ l(Dj) j2 - (Dj) k2 ]Cxif + [i (Dj) j2 -f (Dj)^ 

En las Ecs. (4-77) los subindices jl, j2, ;3, kl,Ji2 y k3 llevan el sig- 
nlficado previamente definido en las Ecs. (4-66). 

El siguiente artlculo contiene un ejemplo del analisis de un marco 
piano para el metodo amba descrito y un programa de computation 
para marcos pianos aparece en el Art. 5.6. 

4.18. Ejemplo. La Fig. 4-3 la muestra un marco piano que tiene dos Imiem- 
bros, tres nudos, seis restricciones y tres grados de libertad. Se va a analizar 
este marco por los metodos previamente dados en el articulo. Para este pro- 
posito, supongase que el area de la seccion transversal A x y el momento de 
inercia I y son constantes en toda la estructura. Tambien supongase que los 
parametros en el problema tienen los siguientes valores numericos- 


P 
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TABLA 4-28. INFORMACION DE LO!s NUDOS PARA EL MARCO 
DE LA FIG. 4-31 



Lista de restricciones 


TABLA 4-29. INFORMACION DE LOS MIEMBROS PARA EL MARCO 

DE LA FIG. 4-31 


... , Momento 

Miembro Nudo j Nudo k Area de inercia Longitud 

(P J g-) (pig*) (pig) 



Cosenos directores 


1.0 0 


0.8 - 0.6 


E = 10 000 kips/plg-i L = 100 pig l y = 1 000 pig* P = 10 kips A x = 10 plg= 

En todo el analisis se usan unidades de kips, pulgadas y radianes. 

Un sistema de numeracion para miembros, nudos y desplazamientos se 
da en la Fig. 4-3 lb, que muestra a la estructura restringida. La secuencia 
para numerar los nudos esta seleccionada de tal forma que las matrices en 
el analisis no irequieren nuevo arreglo. 

La informacion de los nudos se resume en la Tabla 4-28, la cual contiene 
os numeros de los nudos, coordenadas de los nudos y las condiciones de res- 
tnccion. La informacion de los miembros del marco se presenta en la Tabla 
4-29^ Sustituyendo los cosenos directores de los miembros en la Ec. (4-62) 
se obtienen las matrices de rotacion R, y R., mostradas en la Tabla 4-30. 

Como principle en la formacion de la matriz de la rigidez total de nudo 
Sj, se calculan las matrices de la rigidez de miembro. Esto se puede hacer 
para cada miembro, primero, formando la matriz de rigidez de miembro S M pa- 
ra los ejes de miembro (vease la Tabla 4-26, Art. 4.16) y, despues, calcu- 
lando la matnz S M1) para los ejes de estructura por la transform acion de ro- 
tacion de la Ec. (4-64). Para este proposito, la matriz R, r para cada miembro 
esta compuesta como se muestra en la Ec. (4-63). Alternativamente, la matriz 
S Mn se puede calcular directamente para cada miembro utilizando la Tabla 
4-27. Las matrices resultantes estan dadas en la Tabla 4-31. Los indices del 
jl al k3 (calculados por las Ecs. 4-66) tambien se indican en la Tabla 4-31 
hacia abajo en el lado derecho y a lo largo de la parte inferior de cada 
matriz S MIJ . Estos indices se pueden usar como guia con el fin de cambiar 
los elementos a la matriz S r . Despues que se ha Ilevado a cabo el proceso 
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TABLA 4-30. MATRICES DE ROTACION PARA LOS MIEMBROS 
DEL MARCO DE LA FIG, 4-31 


1.0 0 

R 1= o i.o 

0 0 


TABLA 4-31. MATRICES DE RIGIDEZ DE MIEMBRO PARA EJES 
DE ESTRUCTURA 

1000.0 0 0 -1000.0 0 0 1 4 
0 120.0 6000.0 0 -120.0 6000.0 5 

0 6000.0 400000.0 . 0 -6000.0 200000.0 6 

1000.0 o 0 1000.0 0 0 1 

0 -120.0 -6000.0 0 120.0 -6000.0 2 

0 6000.0 200000.0 0 -6000.0 400000.0J 3 

4 5 6 1 2 3 

534.1 -354.5 2304.0 -534.1 354.5 2304.01 1 

-354.5 327.3 3072.0 354.5 -327.3 3072.0 2 

[-SWl:: = 2304.0 3072.0 320000.0 -2304.0 -3072.0 160000.0 3 

-534.1 354.5 -2304.0 534.1 -354.5 -2304.0 7 

354.5 -327.3 -3072.0 -354.5 327.3 -3072.0 8 

_ 2304.0 3072.0 160000.0 -2304.0 -3072.0 320000.0J 9 

1 2 3 7 8 9 

de cambio, la matriz de rigidez total de nudo que resulta se muestra en la 
Tabla 4-32. Esta matriz esta dividida en la forma comun, aislando en este 
modo la matriz de rigidez S de 3 X 3. La inversa de la matriz S se da en la 
Tabla 4-33. 

En seguida, es procesada la informacion de carga, principiando con las 
cargas de nudo mostradas en la Tabla 4-34. Las acciones en esta tabla estan 
colocadas en el vector A, como se indica por la Ec. (4-73): 

A = (0, -10, -1000,0,0,0,0,0,0} 

Ademas, las acciones en la Tabla 4-35 estan colocadas en la matriz A MI y 
luego cambiadas al vector de cargas equivalentes de nudo A E , de acuerdo 
con las Ecs. (4-75). Resulta el siguiente vector: 

. A e = {0, -22, -50, 0, -12, -200, 0, -10, 250} 

Sumando los vectores A y A E se produce, como sigue, el vector Ac de cargas 
combinadas: 

Ac = .{0, -32, -1050, 0, -12, -200, 0, -10, 250} 

Los primeros tres elementos de este vector constituyen el vector A n : 

A d = {0, -32, -1050} 
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TABLA 4-33. INVERSA DE LA MATRIZ DE RIGIDEZ 
[798.0 632,5 0.01877 I 


En el siguiente paso se calculan las restricciones de apoyo, utilizando la 
Ec. (4-4) con la matriz S R1) obtenida de la parte inferior izquierda de la Ta- 
bla 4-32: 


S" 1 = 632.5 


2798.0 


9.355 


xio ~ 6 


A r = A rl -f SrdD = {20.26, 13.14, 436.6, -20.26, 40.86, -889.5} 


0.01877 9.355 1.426 


TABLA 4-34. ACCIONES APLICADAS EN LOS NUDOS 


Nudo 

Fuerza 

en la direccion 
de x (kips) 

Fuerza 

en la direccion 
de y (kips ) 

Par en el 
sentido de z 
(kips-plg) 

1 

0 

-10 

-1000 

2 

0 

0 

0 

3 

0 

0 

0 


TABLA 4-35. ACCIONES EN LOS EXTREMOS DE MIEMBROS 
RESTRINGIDOS DEB IDAS A LAS CARGAS 


Miembro 

1 

^Ml) !,i 

(kips) 

(kips) 

(a ml ) 1iH 

(kips-plg) 

( A ML ) { , 4 
(kips) 

(A ML )i. 5 

(kips) 

( A ML ) i0 
(kips-plg) 

1 

0 

12 

200 

0 

12 

-200 * 

2 

-6 

8 

250 

-6 

8 

-250 


y los ultimos seis elementos son los valores negativos de los elementos del 
vector A 1U< : 

Ar L = {0, 12, 200, 0, 10, -250} 

Teniendo a la mano todas las otras matrices requeridas, puede uno com- 
pletar la solucion calculando los desplazamientos de nudo D por la Ec. (4-8) 
con el resultado siguiente: 

D = S-‘A d - {-0.02026, -0.09936, -0.001797} 

Los primeros dos elementos en el vector D son las translaciones (pulgadas) 
en las direcciones de x y y en el nudo 1, y los ultimos elementos son el giro 
(radianes) del nudo en el sentido de z. 

El vector D, para esta estructura consiste, en su primera parte, del vector 
O, y de ceros en su parte ultima: 

Dj = {-0.02026, -0.09936, -0.001797, 0, 0, 0, 0, 0, 0} 


Los elementos en el vector A R consisten en fuerzas (kips), en las direcciones 
de x y y, y el par (kips-plg) en el sentido de z en los puntos 2 y 3, respec- 
tivamente, en el marco. 

Como paso final en el analisis, se calculan las acciones de extremo de 
miembro A M , usando cualquiera de las Ecs. (4-76) o (4-77). Los resultados 
de estos calculos se dan en la Tabla 4-36, la cual completa el analisis de la 
estructura de marco piano. 


TABLA 4-36. ACCIONES DE EXTREMO FINALES DEL MIEMBRO 


Miembro 

(kips) 

(Am)i,2 

(kips) 

| 

(A M )j j3 

(kips-plg) 

(A-m)m 

(kips) 

(A M )i,n 

(kips) 

(Aj[)i,6 

(kips-plg) 

1 

20.26 

13.14 

436.6 

-20.26 

\ 

10.86 

-322.9 

2 

28.72 

-4.53 

-677.1 

-40.73 

20.53 

-889.5 


4.19. Rigideees de miembros de parrilla. Una estructura de parri- 
11a se parece en varios aspectos a un marco piano. Todos los miembros 
y nudos descansan en el mismo piano y se supone que los miem- 
bros estan rigidamente conectados en los nudos (vease la Fig. 4-32a). 
Los efector de flexion tienden a predominar en el analisis de ambos 
tipos de estructuras, siendo los efectos de torsion ordinariamente 
secundarios en el analisis de parrillas y siendo los efectos axiales 
de ordinario secundarios en el analisis de marcos pianos. La dife- 
rencia mas importante entre un marco piano y una parrilla es que 
en el primero se supone que esta cargado en su propio piano, mien- 
tras que las cargas en el ultimo son normales a su propio piano. 
Ademas, los pares aplicados a un marco piano son normales al pia- 
no de la estructura, mientras que los pares aplicados a parrillas se 
supone que estan en el piano de la estructura. Ambas estructuras 
podrian ser llamadas marcos pianos y la diferencia entre ellas po- 
dria indicarse estableciendo la naturaleza del sistema de carga. Ade- 
mas, si las cargas aplicadas llegaran a tener orientaciones generales 
en el espacio, el analisis de la estructura podrla dividirse en dos 
partes. En la primera parte, el marco podria ser analizado para las 
componentes de las cargas en el piano de la estructura; la segunda 
parte consistiria en analizar para las componentes de las cargas 
normales al piano. Entonces, la superposicion de estos dos analisis 
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producirla la solution total del problema. Tal estructura podria con- 
siderate como un caso especial de un marco en el espacio en el 
que todos los miembros y nudos descansan en un piano comun. 

En el analisis de una estructura de parrilla, los ejes coordenados 
seran tornados como se muestra en la Fig. 4-32a. La estructura des- 
cansa en el piano x-y y todas las fuerzas concentradas actuan pa- 
ralelas al eje z. Las cargas en la forma de pares tienen sus vectores 
momento en el piano x-y. La figura muestra un miembro tlpico i 
enmarcando en los nudos j y k. Los desplazamientos importantes de 
los nudos son los giros en los sentidos de x y de y y las translacio- 
nes en la direction de z. Los seis posibles desplazamientos en los 
extremos del miembro i, en las direcciones de los ejes de la estruc- 
tura, se muestran en la Fig. 4-32c. El sistema de numeration para 
estos desplazamientos es en el orden mencionado anteriormente. La 
razon para numerar los giros antes que las translaciones en cada 
nudo es para mantener paralelismo con el analisis de un marco pia- 
no, como se puede ver comparando los programas de computation 
para marcos pianos y parrillas (veanse los Arts. 5.6 y 5.7). 



Fic. 4-32. Sistema de numeracion para un miembro de parrilla 


317 


METODO DE LA RIGIDEZ 

La Fig. 4-32b describe el miembro i junto con un juego de ejes 
orientados con el miembro x M , y M y z M . Estos ejes forman con los 
ejes de la estructura un angulo y respecto al eje z M . Se supone que 
el piano x u -z u para cada miembro en la parrilla es un piano de si- 
metria (y, por lo tanto, un piano principal de flexion). Los posibles 
desplazamientos de los extremos del miembro i en las direcciones 
de los ejes del miembro, tambien estan indicados en la Fig. 4-32b. 
Los seis desplazamientos de extremo, mostrados en sus sentidos po- 
sitivos, consisten en rotaciones en los sentidos de x u y y M y en una 
translation en la direction de z M (o z) en los extremos j y k, res- 
pectivamente. Se pueden inducir, uno por uno, desplazamientos uni- 
tarios de estos seis tipos en los extremos del miembro para el pro- 
posito de formar la matriz de rigidez de miembro S M para Jos ejes 
de miembro. Esta matriz es del orden de 6X6 y ! se puede obte- 
ner de los casos (3), (4), (5), (9), (10) y (11) de la Fig. 4-2 en 
el Art. 4.3. La matriz que resulta se muestra en la Tabla 4-37. 


TABLA 4-37. MATRIZ DE RIGIDEZ DE UN MIEMBRO DE PARRILLA 
PARA EJES DEL MIEMBRO (FIG. 4-32b) 



0 

0 

HI 

GjI 

1 

0 

0 

AEIy 

6 Ely 

0 

2 Ely 

6 Ely 

L 

“ L 2 

L 

L 2 

6 Ely 

YlEIy 

0 

6 Ely 

12 Ely 

L 2 

V 

L 2 

L 3 


^ 0 0 

Ju 


2 Ely 

6 Ely 

0 

4 Ely 

G Ely 

L 

L 2 

L 

L 2 

6 Ely 

12 Ely 

0 

6 Ely 

12 Ely 

L 2 

L 3 

L 2 

L 3 


La transform aci on de la matriz de rigidez de miembro de los 
ejes de miembro (Fig. 4-32b) a los ejes de estructura (Fig. 4-32c) 
sigue la misma secuela que para un marco piano (vease el Art. 
4.16). La matriz de rotation transformada, que incluye la rotation 
respecto del eje z M , es exactamente la misma para un miembro de 
un marco piano que para un miembro de una parrilla debido a la 
election del sistema de numeracion arriba mencionado. Esta simi- 
litud entre los dos casos se puede ver fisicamente comparando la 
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orientation del miembro de la parrilla de la Fig. 4-32 con el miem- 
bro del marco piano de la Fig. 4-27. For lo tan to, las Ecs. (4-62) 
a (4-64), en el Art. 4.16, se pueden aplicax para un miembro de 
una parrilla asi como tambien para un miembro de un marco piano. 
Sustituyendo la matriz S M de la Tabla 4-37 en la Ec. (4-64) se ob- 
tiene la matriz de rigidez de miembro S MD para los ejes de estruc- 
tura. Esta matriz se da en la Tabla 4-38 y sera usada en adelante 
en el analisis de estructuras de parrilla. 

4.20. Analisis de parrillas. El primer paso en el analisis de una 
parrilla es numerar los nudos y los miembros. Esto se hace en la 
misma forma que para una armadura plana o un marco piano. Como 
se menciono en el articulo anterior, existen tres posibles desplaza- 
mientos en cada nudo. Estos son los giros de nudo en los sentidos 
de x y y y la translation de nudo jen la direction de z. Por lo tanto, 
los posibles desplazamientos en el nudo j se pueden indicar como 
sigue : 

3j — 2 = indice para la rotation en el sentido de x 

3; — 1 = indice para la rotation en el sentido de y 

3 j = Indice para la translation en la direction de z 

Notese que estos Indices son los mismos que para un marco piano 
(vease el Art. 4-17), pero los significados son diferentes en una 
estructura de parrilla. Debido a que hay tres posibles desplazamientos 
en cada nudo en una parrilla y un marco piano, el numero de grados 
de libertad en una parrilla se puede determinar utilizando la Ec. 
(4-65) en el Art. 4.17. Ademas, los indices para los posibles despla- 
zamientos de los dos nudos asociados con el miembro i se pueden 
calcular de acuerdo con las Ecs. (4-66) para cualquiera de los dos 
tipos de estructuras. Estos indices estan indicados para un miembro de 
parrilla en la Fig. 4-33. Ya que varios de los pasos en el analisis 



Fig. 4-33. Desplazamientos de extremo para el miembro de una parrilla 
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y 

X 

Fig. 4-34. Cargas de nudo para una parrilla 

de una paxrilla son simbolicamente los mismos que en el analisis de 
un marco piano, es mas que suficiente, para la siguiente discusion, 
referirse meramente al analisis para un marco piano descrito en el 
Art. 4.17. 

El analisis de la parrilla restringida para rigideces de nudo sigue 
el mismo modelo que el analisis de un marco piano. Se genera la 
matriz de rigidez de miembro S MD de 6 X 6 para cada miembro (vea- 
se la Tabla 4-38), y los elementos de este arreglo son cambiados 
sistematicamente a la matriz de rigidez de nudo Sj. Las Ecs. (4-67) 
a (4-72) sirven este proposito para una parrilla as! como para un 
marco piano. 

El analisis de la estructura restringida sujeta a cargas es tam- 
bien analogo al del marco piano, excepto que el tipo de acciones im- 
plicadas no es el mismo. Considerese primero el vector de acciones 
A aplicadas en los nudos. La Fig. 4-34 muestra las acciones a las que 
puede estar sujeto un nudo tipico k de una parrilla. La accion A 3fc - 2 
es la componente en x del vector momento aplicado en k; es la 
componente en y del vector momento; y representa una fuerza 
aplicada en el nudo en la direccion de z. For lo tanto, el vector A se 
puede formar por la secuencia indicada por la Ec. (4-73). 

Las acciones A ML en los extremos de un miembro restringido de 
una parrilla (debidas a las cargas) aparecen en la Fig. 4-35b. Las 
acciones de extremo para el xesimo miembro, con respecto a los ejes 
del miembro, estan definidas como sigue: 

(Ain,)^ - par en el extremo j en el sentido de x M 

= par en el extremo j en el sentido de y M 

= fuerza en el extremo j en la direccion de z M 

= par en el extremo k en el sentido de x M 

(Aa/y,) i>G = par en el extremo k en el sentido de y M 

(A if /,) ij(; = fuerza en el extremo k en la direccion de z u 
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La matriz A ML puede ser formulada como un arreglo rectangular de 
orden m X 6 del tipo dado por la Ec. (4-74). 

La construccion del vector de cargas equivalentes A E de la matriz 
A ml se hace segun se describio en el Art. 4-17 para marcos pianos. 
Las Figs. 4-35a y 4-35c muestran las cargas equivalentes en los nudos 
j y k que reciben contribuciones del miembro i. Las Ecs. (4-75) se 
pueden usar para el proposito de calcular estas acciones. 

El calculo de los desplazamientos, reacciones y acciones de ex- 
tremo para una estructura de parrilla, sigue los mismos pasos pre- 
viamente dados para un marco piano (vease el Art. 4.17). Los des- 
plazamientos de nudos D, se calculan utilizando la Ec. (4-8) y despues 
se generalizan formando el vector Dj. Las reacciones de apoyo se calcu- 
lan utilizando la Ec. (4-4) y las acciones de extremo se determinan 
utilizando la Ec. (4-76). En la ultima ecuacion la matriz [RtF es 
dada por la Ec. (4-63) y la matriz [S M ]i se obtiene de la Tabla 4-37. 
La sustitucion de estas matrices en la Ec. (4-76) produce las si- 
guientes expresiones para acciones de extremo: 

(Am)x.\ = (Ami) i.i + ~j~ {[(Dj)ji — (Dj)ki]Cxi 

+ [(Dj)ji - ( DMCyi } 

(Am) i,2 = (Ami)i, 2 + ' [(L > j)yi + 2 (Dj)k\] Cyx 




(4-78) 
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+ + h (Ar)a] Cxi} - —f 1 [(Dj)j , - (Dj) k3 ] 

= ( A M L)i,3 + ' {[(A/)yi + (Dj) kl ]C Yi 

- i(Dj) j2 + (Dj) k2 ]C Xi } + [( Dj) i3 - (/),)«] (4-78 

1 Cont.) 

CJ 

-f- ~ { [ — (!),)„]& 

— [(Dj) n - (Dj) t ,]C ri ) 

(A*t)i.b — (Aml )*, 6 + { — Cl ( Dj)ji + (Dj) fci] C Yi 

+ H (Dj)j 2 + ( Dj ) k2 ] C Xi } — C(A/);3 — (Dj ) k 3 ] 

O.JPJ 

— (Aml)i , 6 + Y/~ + ( Dj)ki\CYi 

+ C(A0;2 + (Dj) k2 ]C Xi } - —p^ [ (Dj)j 3 - (. Dj ) k3 ] 

Un programa de computation para el analisis de pamllas por 
el metodo arriba descrito, se muestra en el Art. 5.7. Tambien apare- 
cen en ese articulo ejemplos numericos del analisis de estructuras 
de paxrillas. 

4.21. Kigideces de miembros de armaduras en el espacio. La Fig. 
4-36 muestra una portion de una estructura de armadura en el es- 
pacio en union con un juego de ejes de estructura x, y y z. Un miem- 
bro tipico i, que enmarca en los nudos j y k, se indica en la figura. 



Fig. 4-36. Armadura en el espacio 
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Se supone que todos los nudos de la armadura en el espacio son ar- 
ticulaciones puras. Debido a esta idealization se considera que los 
giros en los extremos de los miembros son de poca importancia en 
el analisis. Los desplazamientos de nudos significantes son las 
translations, y estas pueden ser convenientemente expresadas por 
sus componentes en las directions de x, y y z. 

En la Fig 4-3 7a estan indicados los posibles desplazamientos en 
los extremos de un miembro i tipico para ejes orientados con el 
miembro; en la Fig. 4-37b, para los ejes de estructura. Los ejes 
de miembro en la Fig. 4-37a estan arreglados de tal forma que el 
eje x M coincide con el eje del miembro y tiene su sentido positivo 
de j a k. Los ejes y u y z M estan en un piano que es perpendicular al 
eje del miembro y que pasa a traves del extremo j. Sin embargo, 
la orientation precisa de estos ejes en el piano es de poca impor- 
tancia en esta parte de la discusion, ya que la position de estos ejes 
no tiene efecto sobre la matriz de rigidez para el miembro de una 
armadura. En el siguiente articulo, se hara una election particular 
de las direcciones de estos ejes a fin de facilitar el manejo de los 
datos de carga. 


*-5 4 y^ X M 



Fig. 4-37. Sistema de numeration para un miembro de armadura en el espacio 


Los seis desplazamientos de extremo mostrados en la Fig. 4-37a 
consisten en translaciones en las direcciones de x u , yu y z M en los 
extremos j y k, respectivamente. La mafcriz de rigidez de miembro, 
con respecto a los ejes de miembro, se puede deducir rapidamente 
de los casos (1) y (7) dela Fig. 4-2 en el Art. 4.3, y la matriz resul- 
tante de 6 X 6 esta dada en la Tabla 4-39. Puede verse que unica- 
mente los elementos que no son cero en esta matriz estan asociados 
con los desplazamientos 1 y 4, que son en la direction del eje x M 
(Fig. 4-37a). Por lo tanto, como se menciono antes, la matriz de 
rigidez para ejes de miembro es independiente de las direcciones 
seleccionadas para los ejes y M y z M . 
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TABLA 4-39. MATRIZ DE RIGIDEZ DEL MIEMBRO DE UNA ARMADURA 
EN EL ESPACIO PARA LOS EJES DEL MIEMBRO (FIG. 4-37A) 

“ 1 0 0 -1 0 0 “ 

0 0 0 0 0 0 

= EAx 0 0 0 0 0 0 

u ~ L - 10 0 100 

0 0 0 0 0 0 

_ 0 0 0 0 0 0 _ 

A fin de transformar la matriz de rigidez de miembro de ejes de 
miembro a ejes de estructura, se requiere la matriz de rotacion trans- 
formada Rr para un miembro de una armadura en el espacio. Esta 
matriz toma la misma forma que la dada por la Ec. (4-63) para 
marcos pianos, y la transformation de S M a S MD se muestra en la Ec. 
(4-64). La matriz de rotacion de 3 X 3 R requerida para Rr se ex- 
plica en la siguiente discusion. 

La forma general de la matriz de rotacion R es dada por la Ec. 
(4-56). Los tres elementos A ia , A 12 y A 13 en el primer renglon de R, 
son los cosenos directores para el eje x M con respecto a los ejes de 
estructura. Por lo tanto, estos tres elementos son los misrnos que los 
cosenos directores del miembro mismo (A n = C x , A a2 = C Y , A 13 = C z ) 
y se pueden encontrar a partir de las coordenadas de los extremos 
del miembro : 

Cx = Xk ~ Xj C r = Vk - j V: C z = Zj ~~ i (4-79) 

La longitud L del miembro puede tambien ser calculada a partir de 
las coordenadas de sus puntos de extremo: 

L - V(x k - Xj) 2 + (y k - yj ) 2 + {Zk - Zj ) 2 (4-80) 

Los elementos en los ultimos dos renglones de R (los cosenos 
directores para los ejes y M y z M , respectivamente ) se pueden dejax 
en forma indefinida para que la matriz de rotacion se convierta en: 

“Cx Cy C Z ~ 

R = Aox A22 X23 , (4-81) 

_^31 X32 X33_ 

Si esta matriz de rotacion se sustituye en la Ec. (4-63) para Rr y 
luego tanto la matriz Rr como la S M (vease la Tabla 4-39) se sustitu- 
yen en la Ec. ( 4-64 ) , elresultado sera la matriz de rigidez del miembro 
S MD del orden de 6 X 6 para los ejes de la estructura. Esta matriz, 
que contiene terminos que incluyen unicamente los cosenos directo- 
res del miembro mismo, se da en la Tabla 4-40. 
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TABLA 4-40. MATRIZ DE RIGIDEZ DE MIEMBRO DE UNA ARMADURA 
EN EL ESPACIO PARA EJES DE ESTRUCTURA (FIG. 4-37B) 



CyCx 

CzCx 

-Cl 

-CyCx 

-CzCx~ 

CxCy 

C 2 y 

CzCr 

-CxCy 

-Cl 

— CzCy 

CxCz 

CyCz 

Cl 

-CxCz 

-CyCz 

-Cl 

-Cl- 

-CyCx 

— CzCx 

Cl 

CyCx 

CzCx 

-CxCr 

-C 2 y 

-CzCy 

C x Cy 

Cl 

CzCy 

-CxCz 

— CyCz 

-Cl 

CxCz 

CyCz 

Cl _ 


4.22. Selection de ejes de miembros de armaduras en el espacio. 
Con el proposito de manejar las cargas que actuan directamente 
sobre los miembros de una armadura en el espacio, es necesario 
seleccionar una orientation especifica para los tres ejes de miembro 
x u , y M y z M . Ya que el eje x M ha sido ya seleccionado como el eje del 
miembro (vease la Fig. 4-37a), resta unicamente establecer las direc- 
ciones para y M y z u . Para este proposito, el miembro tipico i se mues- 
tra de nuevo en la Fig 4-38. Los ejes de estructura x s , y z s se toman 
paralelos a los ejes x, y y z (mostrados en la Fig. 4-37) y a traves 
del extremo j del miembro. Mientras que son posibles much as elec- 
ciones para las direcciones de los ejes y u y z M , la que conviene es 
tomar el eje z it como si fuera horizontal (esto es, contenido en el pia- 
no Xs-Zs), como se muestra en la figura. Por lo tanto, se concluye 
que el eje y M se localiza en un piano vertical que pasa por los ejes 

x x y y s - 

Cuando los ejes de miembro se especifican justamente en la for- 
ma descrita, no hay ambigtiedad respecto a sus orientaciones, ex- 
cepto en el caso de un miembro vertical. Cuando el miembro es ver- 
tical automaticamente se sigue que z M estara en un piano horizontal, 
pero su posicion en ese piano no esta enteramente definida. Para 
salvar esta dificultad, se hara la especificacion adicional de que el 
eje z u se toma siempre a lo largo del eje z s , si el miembro es vertical. 
Las dos posibilidades de que esto suceda se muestran en las Figs. 
4-3 9 a y 4-39b. 

A fin de llevar a cabo las transform aci ones de ejes, se requiere 
la matriz de rotacion R (vease la Ec. 4-81). Los cosenos directores 
de los ejes y M y z M (los ultimos dos renglones de R) se pueden encon- 
trar directamente por consideraciones geometricas de la Fig. 4-38. 
Sin embargo, un camino alternado incluye rotaciones sucesivas de 
ejes. A1 usar el ultimo metodo, la transformacion de los ejes de es- 
tructura (vease la Fig. 4-38) a los ejes del miembro puede ser con- 
siderada para llevarse a cabo en dos pasos. El primero de estos es 
un giro a traves de un angulo (3 respecto del eje y i; . Este giro coloca 
al eje x en la posicion indicada como x p , que es la intersection del 
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Fig. 4-38. Rotacion de ejes para el miembro de una annadura en el espacio 

piano x s -z s y el piano x M -y s . Tambien, este giro coloca el eje en su 
posicion final en el angulo p con el eje z s . El segundo paso en la 
transformacion consiste de un giro a traves de un angulo y respecto 
del eje z u . Este giro coloca a los ejes x M y y M en sus posiciones finales, 
como se muestra en la figura. 



I ig. 4-39. Rotacion de ejes para un miembro vertical de una armadura en el 

espacio 

La matriz de rotacion R que se utiliza en la transformacion de 
ejes de estructura a ejes de miembro se puede formar siguiendo los 
dos pasos arriba descritos. Considerese primero el giro respecto del 
eje y K a traves del angulo p. Para esta transformacion la matriz de 
rotacion de 3 X 3, R 0 consiste de los cosenos directores de los ejes p 
(esto es, los ejes xp, y Sj z M ) con respecto a los ejes de la estructura 
(x.,, y R z.,): 

cos p 0 sen p~ 

R/i = 0 1 0 (a) 

_ —sen P 0 cos p_ 
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Las funciones de cos p y sen p se pueden expresar en terminos de 
los cosenos directores del miembro i refiriendose a la geometria 
de la Fig. 4-38. Por lo tanto, estas cantidades se convierten en 


COS P = 


Vci + C% 


C z 

+ C| 


en las que los sublndices i se omiten de los cosenos directores. La 
sustitucion de estas expresiones en la Ec. (a) da la matriz R^ en 
terminos de los cosenos directores: 



El significado fisico de la matriz es que puede ser usada para 
relacionar las dos alternativas de juegos ortogonales de las compo- 
nentes de un vector (accion o desplazamiento ) en las direcciones 
de los ejes p y los ejes de estructura. Por ejemplo, considere una 
accion A que se puede representar por el vector Ap (que consiste 
de las componentes en las direcciones de los ejes p) o el vector A s 
(que consiste de las componentes en las direcciones de los ejes de la 
estructura). La transformacion del ultimo vector en el anterior se 


lleva a cabo por el metodo del Art. 4.15, como sigue: 


Ap = R/sAs (c) 

donde R^ es dada por la Ec. (4-82). 

El segundo giro respecto del eje z u a traves del angulo y se puede 
manejar en una forma similar. Una matriz % de 3 X 3 relaciona 
dos juegos ortogonales de componentes clel mismo vector para los dos 
juegos de ejes. En el caso de una accion A, la transformacion es 

Am = R 7 A$ (d) 

En esta ecuacion el vector A M consiste de las componentes de la 
accion A en las direcciones de los ejes de miembro, y la matriz Ry 
contiene los cosenos directores de los ejes del miembro con respecto 
a los ejes p. Escribiendo la matriz Ry en la forma ampliada, se 
obtiene : 

cos y sen y 0 - 

R r = —sen y cos y 0 

0 ‘ jjjO 1 


(e) 
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Las funciones cos y y sen y se pueden expresar en terminos de los 
cosenos directores del miembro como sigue (vease la Fig. 4-38): 

cos 7 = V Cx + C| sen y — Cy (f) 

La sustitucion de estas expresiones en la Ec. (e) produce la matriz 
By en la siguiente forma: 

~Vc% + C| C Y O' 

R r = — Cy VC% + Cl 0 (4-83) 

0 0 1 _ 

Ahora que los dos giros por separado se han expresado en forma 
matricial, tambien se puede obtener una sola transformacion de la 
matriz R de los ejes de estructura a los ejes de miembro. Conside- 
rando de nuevo el caso de una accion A, es posible ver que el vector 
A m se puede expresar en terminos del vector A s sustituyendo a A^ 
(vease la Ec. c) en la Ec. (d): 

Am = R t R^As (g) 

Comparando la Ec. (g) con la Ec. (4-57) en el Art. 4.15, se 
muestra que la matriz de rotacion deseada R se forma del producto 
de Ry y Rp. Por lo tanto, 

R = RyR^ (4-84) 

Si las Ecs. (4-82) y (4-83) son sustituidas en la Ec. (4-84) y mul 1 
tipbcadas, resulta la siguiente matriz: 

“ Cx 
_ ~CxCy 

Vcv+Cl 

-Cz 

ycl : + C| 

Esta es la matriz de rotacion R para el miembro de una armadura 
en el espacio. Esta se puede usar siempre que las acciones o des- 
plazamientos sean transformados de los ejes del miembro a ios ejes 
de la estructura. 

La matriz; de rotacion anterior R es valida para todas las posi- 
ciones del miembro i, excepto cuando es vertical (vease la Fig. 4-39). 
En cualesquiera de los casos mostrados en la Fig. 4-39 los cosenos 
directores de los ejes del miembro con respecto a los ejes de la estruc- 
tura se pueden determinar al inspeccionarse. Por lo tanto, la matriz 
de rotacion se ve que es 
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0 0 1 
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(4-8(3) 


Esta expresion para R es valida para los dos casos mostrados en la Fig. 
4-39. Todo lo que se necesita es sustituir para el coseno director C r su 
valor apropiado, que es 1 para el miembro de la Fig. 4-39a y — 1 para 
el miembro de la Fig 4-39b. 

La sustitucion de la matriz de rotacion apropiada R (cualquie- 
ra de las Ecs. 4-85 o 4-86) en la Ec. (4-63) produce la matriz de 
rotacion Rr que se desea para -el juego de ejes orientados con el 
miembro especificado en este articulo. 

4.23. Analisis de armaduras en el espacio. El analisis de armadu- 
ras en el espacio se presenta en este articulo en una. forma analoga 
a las discusiones anteriores para otros tipos de estructuras. Las car- 
gas sobre una armadura en el espacio usualmente consisten de fuer- 
zas concentradas aplicadas en los nudos, pero en algunos casos, 
acciones de naturaleza mas general se pueden aplicar a los miembros 
individuales, como se indica en la Fig. 4-36. Como en las estructuras 
anteriores, los miembros estan numerados del 1 al m, y los nudos 
estan numerados del 1 al n } . 

En el analisis de una armadura en el espacio unicamente las de- 
formaciones axiales se toman en cuenta, pero existe la posibilidad 
de que existan tres desplazamientos independientes en cada nudo. 
Los posibles desplazamientos en un nudo j en la estructura se dan 
a conocer por los siguientes indices: 

3j — 2 = indice para la translacion en la direccion de x 

3j — 1 = indice para la translacion en la direccion de y 

3; = indice para la translacion en la direccion de z 

El numero de grados de libertad de una armadura en el espacio se 

puede calcular utilizando la Ec. (4-65) en el Art. 4.17. Ademas, los 
indices para los posibles desplazamientos de los extremos de miembro 
i se pueden determinar utilizando las Ecs. (4-66). Estos indices estan 
indicados en la Fig. 4-40 para un miembro de una armadura en el 
espacio. 

El analisis de armaduras en el espacio es simbolicamente similar 
al analisis de marcos pianos (Art. 4.17) y parrillas (Art. 4.20). La 
razon para el paralelismo es que los tres tipos de estructuras tienen 
tres posibles desplazamientos por cada nudo. La similitud prin- 
cipia en la primera fase del analisis en la que se forma la matriz 
de rigidez de miembro S MD de 6 X 6 (vease el Art. 4.21 para las 



330 


331 


ANALISIS DE ESTRUCTURAS RETICULARES 



Fig. 4-40. Desplazamientos de extremo para el miembro de una armadura en 

el espacio 

rigideces de miembros de armaduras en el espacio), para cada uno 
de los miembros. Los elementos de cada uno de estos arreglos de 
miembros se cambian sistematicamente a la matriz de rigidez de nu- 
do Sj en la forma representada por las Ecs. (4-67) a (4-72). 

En la siguiente fase del analisis de una armadura en el espacio, 
se procesan las cargas aplicadas a la estructura. La Fig. 4-41 muestra 
las acciones aplicadas en un nudo tipico k en una armadura en el 
espacio. Las acciones A 3fc _ 2 , y A-* son las componentes en x, y 
y z de la fuerza concentrada aplicada en el nudo. Estas acciones 
se colocan en el vector A, que toma la forma dada por la Ec. (4-73). 



Fig. 4-41. Cargas de nudo paxa una armadura en el espacio 

Considere en seguida la matriz de acciones A ML en los extremos 
de los miembros restringidos debidas a las cargas. En una armadura 
estas acciones se determinan con los extremos de los miembros res- 
tringidos contra translation, pero no contra giro (vease la Tabla B-5 
del Apendice B). La Fig. 4-42b muestra tal miembro i y las seis ac- 
ciones de extremo causadas por las cargas aplicadas a lo largo de su 
longitud. Estas acciones de extremo se calculan como sigue: 
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(Ajfjr ) M = fuerza en la direccion de x M en el extremo j 

(Aul) i,s = fuerza en la direccion de y M en el extremo j 

(Aul) i ,3 — fuerza en la direccion de z u en el extremo j 

r j I I . 

(Aif L ) ij4 = fuerza en la direccion de x M en el extremo k 

(Atu,)i, s = fuerza en la direccion de y M en el extremo k 

(^-ifL ) 1,6 fuerza en la direccion de z M en el extremo k 

La matriz A ML se ha formulado convenientemente como un arreglo 
rectangular del orden de m X 6, como se represento por la Ec. (4-74). 





El cambio de los elementos de la matriz A ML al vector de cargas 
equivalentes A E se puede Uevar a cabo por el metodo de rotacion de 
ejes. Las Figs. 4-42a y 4-42c muestran las acciones de restriction 
en los nudos j y k que reciben contribuciones del miembro i. Los 
valores negativos de estas contribuciones se determinan por los calcu- 
los indicados en la Tabla 4-41. Notese que el transpuesto de la matriz 
de rotacion transformada [R' T ]i en la Tabla 4-41 incorpora el trans- 
puesto de la matriz de rotacion R obtenido de la Ec. (4-85) para 
un miembro inclinado. Si sucede que un miembro particular es verti- 
cal, el transpuesto de la matriz de rotacion de la Ec. (4-86), es el 
que se debe usax. En este caso los calculos toman la forma dada 
en la Tabla 4-42. 
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TABLA 4-41. VALORES NEGATIVOS DE LAS CONTRIBUCIONES A A E 
PARA UN MIEMBRO INCLINADO 


[RT']i[AtlL]i 


— CxCr 

-Cz 

0 

o 

v'Cx 5 + Cz 2 

v Cx* + Cz 2 


VCx 1 + Cz 3 

0 

0 

0 

— CyCz 

Cx 

n 

o 

VCx* + Cz 2 

VCx 2 + Cz 2 


0 

0 

Cx 

-CxCr 




v'Cr 2 + Cz 2 

0 

0 

Cr 

''Cx 1 + Cz 2 

0 

0 

Cz 

— CyCz 


-Cz 


%/ Cx ! + Cz 2 ^Cx 2 + Cz- 


TABLA 4-42. VALORES NEGATIVOS DE LAS CONTRIBUCIONES A A £ 
PARA UN MIEMBRO VERTICAL 


( [^r] 0 vert {.4 Jfi,}.' = 


- Cy 0 
0 0 
0 1 
0 0 
0 0 
0 0 


0 0 0 

0 0 0 

0 0 0 

0 —Cy 0 

C Y 0 0 

0 0 1 


(-4vx)«,l 
(A.Wl),\2 
(A>JL)i,3 
(-4 Ml)i,4 
(-4 .Vi) {,5 

(-4 .Vi) .‘,6 


En la fase final del analisis, los desplazamientos de nudo D 
(translaciones en las direcciones de x, y y z) se calculan por la Ec. 
(4-8) y se amplian en el vector Dj. En seguida, la Ec. (4-4) pro- 
porciona la solucion para las reaciones de apoyo (fuerzas en las 
direcciones de x, y y z en los apoyos). Con el proposito de cal- 
cular las acciones finales de extremo, sustituya la matriz de rigidez 
de miembro [Svb de la Tabla 4-39 y la matriz de rotacion transfor- 
mada [R T ]i para una armadura en el espacio en la Ec. (4-76). Las 
ecuaciones que resultan de las multiplicaciones matriciales son. las 
siguientes: 

(Atth.1 = {[(At)/ i ~ (DMCxt 

+ [(Dj)j 2 - (DMCn + [(Dj)x - (. Dj) kz ]Cz ,} 

(-4.Af)>\2 == (4w)t' t 2,' (Ajv/) i,3 = (4-87) 

! A ^ (A \ EAxi rr/ 7-1 \ rr\ \ 


4 = (AML)i,4 


{[(Djh - (DMCxi 


(.A Af ) » , B 


+ [(7^j)y2 — ( Dj)k 2 ]CYi + 3 — (Dj)ki]C zi} 

(A M L)i,6; (^4 A/ ) i , 6 = {A >,{ i) t , 6 
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Este grupo de ecuaciones es valido para un miembro que tenga cual- 
quier orientacion, incluyendo un miembro vertical. En el ultimo caso, 
los cosenos directores C xi y C zi que aparecen en las ecuaciones, val- 
dran cero. 

Un programa de computacion para el analisis de armaduras en 
el espacio, se da en el Art. 5.8. Tambien se pueden encontrar en ese 
articulo ejemplos numericos. 

4.24. Rigideces de miembros de marcos en el espacio. La matriz de 
rigidez de miembro S M de un marco en el espacio para los ejes del 
miembro fue previamente formulada en el Art. 4.3. El objetivo en 
este articulo es desarrollar la matriz de rigidez de miembro S MD para 
los ejes de la estructura. La ultima matriz se obtiene de la primera 
por el metodo de rotacion de ejes. La matriz de rotacion requerida 
para esta transform acion puede tomar una de varias formas (de va- 
riada complejidad), dependiendo de la orientacion del miembro en el 
espacio. 

La Fig. 4-43 muestra una porcion de un marco en el espacio y 
un juego de ejes de referenda x, y y z. Un miembro tlpico i que tiene 
sus cosenos directores positivos, se indica en la figura con los nudos 
denominados j y k. Se supone que los miembros del marco estan 
rigidamente conectados en los nudos, y se supone que cada nudo que 
no esta restringido se translada y gira en una forma completamente 
general en el espacio. Por lo tanto, todos los posibles tipos de despla- 
zamientos de nudo deben ser considerados, y por conveniencia se 
toman como si fueran las translaciones y giros en las direcciones 
de los ejes x, y y z (seis posibles desplazamientos por nudo). 



Fig, 4-43. Marco en el espacio 
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Los doce posibles desplazamientos de los dos extremos de un 
miembro fueron previamente discutidos en el Art. 4.3 (vease la Fig. 
4-1 ) para los ejes orientados con el miembro, y son indicados nueva- 
mente en la Fig. 4-44a para el miembro tipico i. En esta figura, el 
eje x u se toma a lo largo del eje del miembro, en la misma forma 
que para una armadura en el espacio (compare con la Fig. 4-38). 
Los ejes y it y z M estan seleccionados como los ejes principales de la 
seccion transversal en el extremo j del miembro. La matriz de rigidez 
S M de 12 X 12 para los ejes del miembro fue anteriormente dada en 
la Tabla 4-1. Esta matriz debe ser transformada, por medio de una 
matriz de rotacion transformada, en la matriz de 12 X 12 S MD . La 
ultima matriz corresponde a los doce tipos de desplazamientos indi- 
cados en la Fig. 4-44b en las direcciones de los ejes de estructura. 

La forma de la matriz de rotacion R depende de la orientacion 
particular de los ejes del miembro. En muchos casos un miembro 
de un marco piano sera orientado para que los ejes principales de 



Fig. 4-44. Sistema de numeracion para el -miembro de un marco en el espacio 
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la seccion transversal esten en los pianos horizontal y vertical (por 
ejemplo, una viga I con su alma en un piano vertical). Bajo estas 
condiciones los ejes y M y z M se pueden seleccionar exactamente 
igual que para un miembro de una armadura en el espacio (vease 
la- Fig. 4-38), y la matriz de rotacion R dada en la Ec. (4-85) tam- 
bien puede ser usada para el miembro de un marco en el espacio. 

Hay otros casos en los que un miembro de un marco en el es- 
pacio tiene dos ejes de simetria en la seccion transversal y el mismo 
momento de inercia respecto de cada eje (por ejemplo, un miembro 
circular o cuadrado, ya sea tubular o solido). En tales casos los ejes 
y» Y z »t nuevamente pueden ser seleccionados como se describio en 
el parrafo anterior. Esta eleccion se puede hacer debido a que todos 
los ejes de la seccion transversal son ejes principales, y cualquier 
par de ejes puede ser seleccionado para y M y z M . 

Sin embargo, en general, un miembro de un marco en el espacio 
puede tener sus ejes principales y M y zjj en direcciones oblicuas, tal 
como se indica en la Fig. 4-44a. Hay varias formas en las que se 
puede especificar la posicion de esos ejes, y dos metodos seran des- 
critos. El primer metodo se refiere especificamente a la orientacion 
de los ejes principales por medio de un angulo de giro respecto del 
eje x M . A fin de visualizar claramente como se mide tal angulo, con- 
sidere las tres rotaciones sucesivas de los ejes de la estructura a los 



z 


Fig. 4-45. Rotacion de ejes para un miembro de un marco en el espacio 
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ejes del miembro mostrado en la Fig. 4-45. Las primeras dos rota- 
ciones a traves de los angulos p y y (respecto a los ejes y s y zp, res- 
pectivainente) son exactamente las mismas que las mostradas en la 
Fig. 4-38 para el caso especial arriba descrito. La tercera transfor- 
macion consiste en una rotacion a traves del angulo a respecto del 
eje x M , causando que los ejes y M y z M coincidan con los ejes princi- 
pales de la seccion transversal. Esta ultima rotacion tambien se in- 
dica en la Fig. 4-46, que muestra una vista de la seccion transversal 
del miembro viendo en el sentido negativo de x M . El piano x M -x y es 
un piano vertical a traves del eje del miembro, y el angulo a se mide 
(en el sentido positivo) desde ese piano a uno de los ejes principales 
de la seccion transversal. 



Fig. 4-46. Rotacion de un miembro de un marco en el espacio respecto al 

eje x-u 


La rotacion de ejes a traves del angulo a requiere la introduccion 
de una matriz de rotacion R a en la que los elementos son los cosenos 
directores de los ejes finales y M , z u ) con respecto al eje y: 

”10 0 " 

R« = 0 cos a sen a ■ (4-88) 

_0 — sen a cos 

Multiplicando el producto (vease la Ec. 4-84 y su discusion 

correspondiente ) por R« se produce la matriz de rotacion R para las 
tres rotaciones sucesivas mostradas en la Fig. 4-45: 

R = R«R t R(3 (4-89) 

Cuando las tres matrices de rotacion R a , Ey y Eg (veanse las Ecs. 
4-88, 4-83 y 4-82) para un miembro inclinado se sustituyen en la 
Ec. (4-89) y se multiplican segun se indica, la matriz de rotacion 
R se convierte en la siguiente: 


i 
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R = 


CxCy cos a — Cz sen a . — ; — 77 —CyCz cos a -f- Cx sen « 

/— = 777 v T Cz COS a. — -== - 


Vcl : + C 


Vc 2 x + c\ 


CxCy sen a — Cz cos a . ; 777 CyCz sen a + Cx cos a 

/~xx, ^ ' >/ tx t tz sen a , = = = 

Vd + Cz V C\ + Cl 


Esta matriz de rotacion esta expresada en terminos de los cosenos 
directores del miembro (que son rapidamente calculados de las coor- 
denadas de los nudos) y el angulo «, que se debe dar como parte de 
la descripcion de la estructura en si. Notese que si a es igual a cero, la 
matriz R se reduce a la forma previamente dada para el miembro 
de una armadura en el espacio (Ec. 4-85). El caso especial de un 
miembro vertical sera tratado mas adelante. 

La matriz de rotacion transformada Rr para un miembro de un 
marco en el espacio se puede mostrar que toma la siguiente forma: 


‘R O O O 
O R O O 
O O R O 
.0 O O Rj 


(4-91) 


la que es analoga a la matriz dada en la Ec. (4-63). Finalmente, la 
matriz de rigidez del miembro S MD para los ejes de la estructura se 
puede calcular por las multiplicaciones matriciales usuales: 

Smd — RtSmRt (4-92) 

La matriz resultante es algo complicada cuando se expresa en forma 
literal, y por esta razon no se presenta en su forma total en el texto. 
El hecho de que tal extenso grupo de relaciones se pueda representar 
tan concisamente por la Ec. (4-92) es una de las principales ventajas 
de los metodos matriciales en el analisis de las estructuras. 

En algunas estructuras la orientacion de un miembro particular 
puede ser tal que el angulo a, que especifica la localizacion de los 
ejes principales para ese miembro, no se pueda disponer de el rapi- 
damente. En tal caso, una tecnica diferente se puede usar para des- 
cribir su localizacion. Un metodo adecuado es dar las coordenadas 
de un punto que este contenido en uno de los pianos principales del 
miembro, pero que no este sobre el eje del miembro mismo. Este 
punto y el eje x M definira sin ninguna ambiguedad un piano en el 
espacio, y ese piano se puede tomar como el piano x M -y M . Todo lo que 
es necesario es obtener expresiones para el angulo de rotacion «, 
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que aparece en la matriz de rotation R (Ec. 4-90), en terminos de las 
coordenadas del punto dado y las coordenadas de los extremos 
del miembro mismo. Una vez que se ha llevado a cabo esto, se hace 
posible para el analista describir la position de los ejes principales 
de un miembro cualquiera, dando el angulo « directamente, o dando 
las coordenadas de un punto adecuado. 

Un punto arbitraxio p en el piano x M -y u se muestra en la Fig. 
4-45. Se supone que se dan las coordenadas x, y y z de este punto 
(denominadas x p , y P y z p ). Ya que los ejes de la estructura x s , y s y z s 
tienen su origen en el extremo j del miembro, las coordenadas del 
punto p con respecto a los ejes de la estructura (denominados como 
Xps, y P s y Zps ) son 

Xps = Xp Xj Vps = ]jp Vj zps = Zp Zj (4-93) 

en donde x h y j y z j son las coordenadas del extremo j del miembro. 

Tambien se muestra en la Fig. 4-46 el punto p junto con el an- 
gulo de rotation a. Las coordenadas de p con respecto a los ejes x r , 
?/y y Zy se pueden obtener en terminos de aquellas para los ejes x s , 
y s y z s por una rotation de ejes a traves de los angulos p y y. Hagase 
que las coordenadas del punto p con respecto a los ejes y sean x py , 
Vvy Y O as ultimas dos coordenadas se muestran positivas en la 
Fig. 4-46). Entonces la transformation deseada de coordenadas se 
convierte en lo siguiente: 



XpS 

— R t R(3 y p s 

_ZpS_ 


(a) 


La sustitucion de R T R P de la Ec. (4-85) en la Ec. (a) produce las 
siguientes expresiones: 

Xpy = CxXps + CyVps + CzZps 


Xps + V'C'x + C% Vps — ~7= 


(4-94) 



Estas ecuaciones dan las coordenadas del punto p con respecto a los 
ejes y . 

De la geometria de la Fig. 4-46 se obtienen las siguientes expre- 
siones para el seno y coseno del angulo a: 
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Utilizando las Ecs. (4-93), (4-94) y (4-95) se pueden calcular a 
partir de las coordenadas del punto p, las cantidades sen a y cos 
a y en seguida sustituirlas en la matriz de rotation R (Ec. 4-90). 
Esta sustitucion produce la matriz de rotation R en una forma que 
incluye unicamente a los cosenos directores del miembro mismo y 
a las coordenadas del punto p. 


i_,a aiscusion anterior trato a un miembro que no era vertical. 
Como se muestra en el Art. 4.22 para un miembro de una armadura 
en el espacio, un miembro vertical esusiempre un caso especial que 
. se debe tratar por separado. La matriz de rotation R previamente 
dad a para un miembro vertical de una armadura en el espacio (vease 
la Ec. 4-86) tambien se puede usar para ciertos tipos de miembros 
verticales de marcos en el espacio. El unico requisito es que mSe-de 
los-ejes principales de la section transversal del miembro este en la 
direction del eje z .^En algunos casos el miembro estara orientado 
en tal forma que cumpla con este requisito (por ejemplo, una viga 
I con su alma en el piano ) . El requerimiento tambien se satis- 

face por un miembro que tenga su section transversal, ya sea circular 


\ o cu.adr 5 .da. (solida o tubular). En estos casos todos los ejes de la 

1 seccion transversal son principales, y por lo tanto uno de ellos puede 

j arbitrariamente seleccionarse en la direction de z tS .. 

En un caso mas general de un miembro vertical, los ejes prin- 
cipales de la seccion. transversal seran girados respecto del eje x u 
para que estos formen un angulo a con las direcciones de los ejes 
de la estructura. La orientation. de tal miembro vertical se puede 
visualizar mejor considerando las rotaciones sucesivas de ejes mos- 
tradas en la Fig. 4-47. En este caso no existe giro a traves del an- 
gulo ft (respecto del eje y*). En cambio, el primer giro es a traves 
del angulo y, que puede ser ya sea de 90° o 270°^(veanse las Figs. 
4-4 7a y 4-4 7b, respectivamente ) . El segundo giro es a traves del 
angulo a y respecto del eje x M . La matriz de rotation para cual- 
quiera de los casos mostrados en la figura se puede obtener por 
inspection. Esta consiste de los cosenos directores de los ejes x M> 
y u y Zu con respecto a los ejes de la estructura: 

r 0 Or 0 

Rvert = — CV cos a 0 sen a (4-96) 

Cy sen a 0 cos a_ 

Esta expresion es valida para las dos orientaciones mostradas en la 
Fig. 4-47, siempre y cuando sea sustituido el valor apropiado de C Y 
( + 1 en el primer caso y —1 en el segundo caso). Tambien debe 
notarse que si a.es igual a cero, la matriz de rotation dada en la 
Ec. (4-96) se reduce a la matriz de rotation para un miembro ver- 
tical de una armadura en el espacio (Ec. 4-86). 
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En los casos en que se desee principiar con las coordenadas del 
punto p que en un piano principal se conoce esta contenido, es 
posible calcular el sen a y el cos « para uso en la Ec. (4-96) 
directamente de las coordenadas del punto. La Fig. 4-48a muestra 
un miembro vertical con el extremo inferior designado corao nudo 
j y el superior designado como nudo k. Tambien se muestra en la 
figura el punto p. Cuando este punto se localiza de tal modo que 
sus coordenadas con respecto a los ejes S, sean positivas, el angulo 
« estara entre 90° y 180°. El seno y el coseno de este angulo son 
como sigue: 


sen a = 7 ■= 

V XpS + ZpS 


v Xps -r Zps 


Por otro lado, la Fig. 4-48b representa un miembro vertical con su 
extremo inferior designado como nudo k y el superior designado 



Fig. 4-48. Uso del punto p para un miembro vertical de un marco en el espacio 


v. 
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como nudo j. En este caso el angulo a, cuando p tiene coordenadas 
positivas, esta entre 0° y 90°, y el sen « y el cos a estan dados por 
las siguientes expresiones: 


ZpS 

V , XpS + ZpS 


V xls -p zls 


Las expresiones (b) y (c) se pueden combinar en un grupo intro- 
duciendo el coseno director C y para el miembro, como sigue: 


V XpS + ZpS 


X 2 pS + zls 


Para los casos mostrados en las Figs. 4-48a y 4-48b el coseno direc- 
tor C r tiene los valores de + 1 y — 1, respectivamente. Las Ecs. 
(4-97) se pueden usar para calcular el sen a y el cos a de las co- 
ordenadas del punto p, que se debe localizar en un piano principal 
del miembro. Estas funciones se pueden sustituir entonces en la 
matriz de rotacion E (Ec. 4-96). 

En resumen, la matriz de rigidez de miembro S M para un miem- 
bro de un marco en el espacio, primeramente se obtiene para los 
ejes de miembro utilizando la Tabla 4-1 en el Art. 4.3. En seguida 
se construye una matriz de rotacion R en una forma que depende 
del caso en consideration, usando para identificar un piano prin- 
cipal, ya sea el angulo a o las coordenadas de un punto p. La ma- 
triz de rotacion R tiene cual'quiera de las formas dadas en las Ecs. 
(4-90) o (4-96), dependiendo de que el miembro este inclinado o 
vertical. En ambos casos, el angulo a puede ser cero, lo que significa 
que R se reduce a una de las formas previamente dadas para un 
miembro de una armadura en el espacio (veanse las Ecs. 4-85 y 
4-86). En todos los casos la matriz de rotacion transformada Rr 
se forma de acuerdo con la Ec. (4-91), y la matriz de rigidez de 
miembro para los ejes de la estructura se calcula por la Ec. (4-92). 

4.25. Analisis de marcos en el espacio. El marco en el espacio 
mostrado en la Fig. 4-43 contiene miembros rlgidamente conectados 
y orientados en una forma general en el espacio. Las cargas sobre 
la estructura pueden ser de cualquier tipo y orientacion. El sistema 
de numeracion por adoptar para miembros y nudos es el mismo 
que fue discutido previamente para estructuras. 

En el analisis de marcos en el espacio se consideran todas las 
deformaciones axiales, por flexion, y por torsion. Los desplazamien- 
tos desconocidos en los nudos son de seis tipos, llamemosles, las 
componentes de translation de nudo en x, y y z y las componentes 
de giro de nudo en los sentidos de x, y y z. Los seis posibles despla- 
zamientos en un nudo particular j estan denominados como sigue: 



342 


ANALISIS DE ESTRUCTURAS RETICULARES 


6; — 5 = Indice para translacion en la direccion de x 

6j — 4 — Indice para translacion en la direccion de y 

6j — 3 = indice para translacion en la direccion de z 

6j — 2 = indice para giro en el sentido de x 

6j - 1 = indice para giro en el sentido de y 

6 j = indice para giro en el sentido de z 

Tarnbien, el numero n de grados de libertad en un marco en el es- 
pacio se puede determinar del numero de nudos n } y el numero n r 
de restricciones por la siguiente expresion: 

n = 6n j ~n r (4-98) 

Un miembro i de un marco en el espacio tendra los numeros de 
nudo j y k en sus extremos, segun se muestra en la Fig. 4-49. Los 
doce posibles desplazamientos de los nudos asociados a este miem- 
bro se indican tarnbien en la Fig. 4-49. Estos desplazamientos llevan 
los indices como sigue: 

jl = 67 — 5 j2 = Q7-4 j'3 = Qj - 3 

j4 = 67 — 2 j5 — 67 — 1 jQ — Qj 

kl = Qk - 5 k 2 = 6A; - 4 k3 = Qk - 3 (4 '" } 

k4 = Qk - 2 ko = Qk - 1 kQ = Qk 

* 

La formacion de la matiiz de rigidez de nudo sigue el mismo 
camino general que en los marcos pianos (vease el Art. 4.17), ex- 
cepto que el proceso es complicado por el hecho de que se incluyen 


.,*5 



Fig. 4-49. Desplazamientos de extremo para un miembro de un marco en el 

espacio 
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mas ttaiinos. La matriz de rigidez S MD de 12 X 12 se genera para 
cada miembro en el marco (vease el Art. 4.24), y sus contribucio- 
nes son sumadas a las rigideces de los nudos j y h. Por ejemplo, 
la primera columna de la matriz S :MD contribuye a la matriz de ri- 
gidez de nudo Sj como sigue: 

(Sj)ji'ji = Y Smd + (Sum , 1 ) i (Sj)kiji = (Sifm,i)i 

(Sj) j2,n = Y Smd + (Smd2 ,i) » (Sj) k 2,n = (Smd8,i){ 

(Sj)j z,n = Y Smd + (Smdz, iiU - (Sj) k 3 ji = (Smdo.i); 

(Sj)jaji = Y Smd + (,SmD4 , 1 ) i (Sj ) k aji = (Smdio . 1 ) i ^ 

(Sj) js.il — Y Smd + (Smd& , 1 ) . (Sj) k 6,yi = (Smd 11 , 1 ) 1 

(Sj)}6.ji = Y Smd + (Smdg.iJi (Sj) k6 ,n — (/Sa/di2,x)« 


(4-100) 


Otros once grupos de expresiones similares a las Ecs. (4-100) se 
pueden escribir para hacer un total de doce grupos de ecuaciones. 
Cada grupo considera el cambio de elementos de una columna dada 
en la matriz S MD a las localizaciones apropiadas en la matriz Sj. 

Acciones aplicadas en un nudo tipico k se muestran en la Fig. 
4-50. En la figura, las acciones A e /<_ 5 , y A cfe _ 3 son las compo- 
nentes en x, y y z de la fuerza concentrada aplicada en el nudo. 
Ademas, las acciones A Gk - 2 , A c , k ^ y A. ak son las componentes en x, y 


K 

/ - 


^ 6 A -5 ^ 6*-2 


Fig. 4-50. Cargas de nudo para un marco en el espacio 

y z del vector momento actuando en el nudo. Estas acciones estan 
colocadas en el vector de acciones aplicadas A, que adopta la si- 
guiente forma: ill . 

A = {Ai, A% , A3, Aa, As, A%, . . . 

• • • , Aet_6, Ask— 4, Asks, Ask- 2 , A Sk—l) Ask, ■ ■ . 

. • ■ > Asm- 5 , Aftrij — 4 , Aon, -3, Aen/-2, Astij-I, Aon,} (4-101) 

La Fig. 4-5 lb muestra las acciones en los extremos de un miem- 
bro i de un marco en el espacio restringido debid as a las cargas 
sobre el miembro mismo. Las acciones de extremo A ML para los ejes 
orientados con el miembro estan definidas como sigue: 
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( i Au L )i i = fuerza en la direccion de x u en el extremo j 

(Auz.) i ,2 = fuerza en la direccion de y u en el extremo j 

(Ajft)i, 3 = fuerza en la direccion de z M en el extremo j 

(Akl)m = par en el sentido de x M en el extremo j 

(A ML )i, 5 = par en el sentido de y M en el extremo j 
(Aif£,)i,6 = par en el sentido de z u en el extremo j 
(Aml) i,T = fuerza en la direccion de x M en el extremo k 
(Au L ) i, 8 = fuerza en la direccion de y u en el extremo k 
(Ajf£,)i, 9 = fuerza en la direccion de z M en el extremo k 
(Ajfi)i, io = par en el sentido de x M en el extremo k 
(A K l) mi — pax en el sentido de y M en el extremo k 
(Ajfx,)i,i 2 — par en el sentido de z M en el extremo k 

La matriz A M l puede ser tratada como un arreglo rectangular del 
orden de m X 12, en el que cada renglon se forma de los doce ele- 
mentos arriba enumerados para un miembro dado. Por lo tanto, 



(A ml) i.i 

( A ml) 1,2 

• • • (A ml) 1,11 

(Aml) i,i2 

Aml = 

(AjuxOt.i 

(Aml)x,2 

(Aml) t,u 

(Aml) », 12 


_(Aml)ot, 1 

(AaTZ.) m,2 

(A ml) 77. , 11 

(Aml) 77i ,i2_ 



Fig. 4-51. Cargas sobre un miembro de un marco en el espacio 
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La construction del vector de cargas equivalences A E se lleva a 
cabo por medio del procedimiento previamente utilizado de rotacion 
de eies. Las Figs. 4-5 la y 4-51c muestran las cargas equivalentes en 
los nudos j y k, los cuales reciben contribuciones del miembro i. Los 
valores negativos de las porciones de incremento de A E contnbuidas 
por este miembro se obtienen evaluando el producto de [R'r] i y 
r Aul)- La forma de la matriz de rotacion R usada para este pro- 
posito’ esta senalada por la categorla a la cual el miembro particular 
pertenece. Estas categories fueron discutidas en el Art. 4.24 Si- 
guiendo los calculos de A E , este vector se suma al vector A para 
formar el vector de cargas combinadas A c . 

Se completa el analisis calculando los desplazamientos de nudo 
D ( translaciones y rotaciones en las direcciones de x, y y z), utili- 
zando la Ec. (4-8) y entonces introduciendolos en el vector D.,. Las 
reacciones de apoyo A fi (fuerzas y pares en las direcciones de x y 
y z) se calculan en seguida utilizando la Ec. (4-4). Fmalmente las 
acciones de extremo de miembro para cada miembro se calculan 
sustituyendo la matriz de rigidez de miembro [S M ] { para los ejes de 
miembro (Tabla 4-1) y la forma apropiada de la matriz de rotacion 
transformada [Rrb on la siguiente ecuacion: 

[Am] i = {A ml} i + [8W]t{Rr]f{Lb}< (4-103) 

Esta ecuacion es de la misma forma que la de la Ec. (4-76) previa- 
mente dada para marcos pianos. 

En el Art. 5.9 se da un programa de computacion para el ana- 
lisis de marcos en el espacio, y tambien se incluyen en ese articulo 
ejemplos numericos. 

PRGBLEMAS 

Los vroblemas para el Art. 4.9 son para resolverse en la forma descnta 
en los Arts. 4.8 y 4.9. En cada problema se deben obtener todos los desplaza- 
mientos de nudo , reacciones de apoyo, y las acciones de extremo de los miem- 
bros a menos que se estipule otra cosa. Use el sistema arbitrano de nume- 
racidn mostrado en la Fig. 4-lb cuando se obtenga la matriz de ngidez total 

de nudo. , , 

4.9- 1. Analice la viga continua de la Fig. 2-16a, suponiendo que la rigidez 
a la flexion El es constante para todos los claros. Tambien suponga que 

u>L = P y M = PL. . . . , , 

4.9- 2. Haga un analisis de la viga continua de la Fig. 2-F7a si la ngidez 
a la flexion El es la misma para ambos claros y P, = 2 .P, P, - P- 

4 9-3 Analice la viga de tres claros mostrada en la figura para el Prob. 

2.9-7 si Lj = L, = L, L 2 = 2 L, P , = P, = P 3 = P, M = PL, y «L = P- La n- 
gidez a la flexion para los miembros AB y CD es El y para el miembro BC 

es 2 El. 


i 
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4-.9-4. Analice la viga mostrada en la figura para el Prob. 2.9-14 supo- 
niendo que El x — 2EI y que EL, = El. V 

4 9-5. Analice la viga en voladizo mostrada en la figura, tomando los pun- 

tos A, By C como nudos. La viga tiene una rigidez a la flexion constante 
igual a EL 



Prob. 4.9-5 

4.9-6. Analice la viga de tres claros que tiene una rigidez a la flexion 
constante e igual a El fver figura). 

p 2P P 2P 

D! I ii. 




Prob. 4.9-6 


4.9-7. Analice la viga mostrada en la figura, tomando los puntos A, B, 
C y D como nudos. El segmento AB tiene una rigidez a la flexion de 2£I,.y la 
porcion de B hasta D tiene una rigidez a la flexion constante e igual a El. 

A 2 PL P\ 2 Pk PL [2 P 

'TN IB t ^ D» 


- L /Z - 4 — L /Z~ <- L /z J^L / z ^ ^L, z L, z . 

i 4 * L 4 * L 

Prob. 4.9-7 


i p i * * 4 * 'l‘ 8 o o b o 6nga ! amatriz de ri ^ dez de nudo Sj para la viga mostrada en 

el Prob 2 9-8; tambien vuelva a arreglar y divida a Sj en la forma dada por 

la BjC. (4-1). Suponga que la viga'tiene un valor constante de El. 

i p 4 t 9 * * oc b r ga la matriz de rigidez de nudo Sj para la viga mostrada en 

el Prob. 2.9-11, suponga que El es constante. Tambien, vuelva a arreglar y di- 

vida la matriz en la forma dada por la Ec. (41). 

4.9- 10. Encuentre la matriz de rigidez de nudo Sj para la viga del Prob 

2.9-12 suponga que la rigidez a la flexion del claro de en medio es dos veces 

la de los claros de los extremos. Tambien, vuelva a arreglar y divida la matriz 

en la forma dada por la Ec. (41). 

4.9- 11. Encuentre la matriz de rigidez de nudo Sj para una viga continua 
sobre cinco apoyos libres que tenga cuatro claros identicos, cada uno de lon- 
gitud L Tambien, vuelva a arreglar y divida la matriz en la forma dada por 
la Ec. (41). Suponga que El es constante para todos los claros. 

4.9- 12. Obtenga la matriz de rigidez de nudo Sj para la viga mostrada en 
la “Sura. Tambien, vuelva a arreglar. y divida la matriz en la forma dada 
por la Ec. (41). La viga tiene una rigidez a la flexion de 2 El desde A hasta 
C y de El desde C hasta E. 
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Prob. 4.9-12 


_ t Z ^ ?fo a el Art • 4 - 12 SOn para resolverse en la forma descrita 
en los Arts. 4.11 y 4.12. A menos que se diga otra cosa, se deben obtener todos 
los desplazamientos de nudo, reacciones de apoyo, y acetones de extrema 
de los miembros. Use los sistemas arhitrarics de numeracion mostrados en 
las fxguras que se acompanan a los problemas. 

o Q ! & * ^ St 7 CtUra de plana de la figura para el Prob. 

2.9-16 bajo el efecto de la carga vertical P mostrada en la figura mas una 

ZZ ZT° nt ^ d n f apHcada a la media altura del miembro AC y dirigida 
NnmV a f erecha> ^ ada bai J a de la Madura tiene la misma rigidez axial EA X . 

mlembrOS 1 se ^ n se muestra en la. figura, y numere los nudos en 
la misma forma que las letras en la figura. 

4.12- 2. Analice la armadura plana mostrada en la Fig. 423 para las car- 

,? er ?N CO T? Un aP ° y ° articulado 9 u e restrinja la translacion en 
el punto B (nudo 2). Por otra parte, los datqs son los mismos que los dados 
en el ejemplo. 

o q on 12 ^ 3 v.-^ naliC . e la armadura P lana mostrada en la figura para el Prob. 

Z V/ P6SOS de 138 bairaS - Cada barra tiene la misma rigidez 

axial EA X y el mismo peso w por unidad de longitud. Numere los nudos en 

y a a c y B - Numere ios “° S en 61 ° rden “ 
4 -1^4. Analice la armadura mostrada en la Fig. 423 para los efectos de 
su propio peso, suponga que existe un apoyo libre en el nudo B que restrinja 
a translacion en la direccion de x. Suponga que el peso de cada miembro es 
W .P°r uiudad ^ longitud. Por otra parte, los datos de la estructura son los 
mismos que los dados en el problema ejemplq,; 

4.12- 5. Analice la armadura para las cargas mostradas (vease figura). To- 
dos ios miembros tienen la misma rigidez axial EA X . 



Prob. 4.12-5 


4.12-6. Analice la armadura plana mostrada en la figura para los efectos 
e su propio peso. Suponga que la rigidez axial de cada miembro es EA X , y 
que cada uno tiene el mismo peso w por unidad de longitud. (Sugestion: Tome 
ventaja de la simetria de la estructura y cargas trabajando con la mitad de 
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la estructura, segun se indica en la segunda parte de la figura. Notese que 
tanto el area como el peso de la barra media se deben dividir en dos mitades). 



Prob. 4.12-6 


4.12-7. Obtenga la matriz de rigidez de nudo Sj para la armadura plana 
mostrada en la figura. Suponga que todas las barras tienen la misma rigidez 
axial EAj. 



Prob. 4.12-7 


4.12-8. Determine la matriz de rigidez de nudo Sj para la armadura plana 
mostrada en la figura. Suponga que todas las barras tienen la misma rigidez 
axial EA X . 



Prob. 4.12-8 


i 
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4.12-9. Obtenga la matriz de rigidez de nudo S, para la estructura de ar- 
madura plana mostrada en la figura. Vuelva a arreglar y divida la matriz 
en la forma dada por la Ec. (4-1). Suponga que los miembros horizontales y 
verticales tienen areas de seccion transversal de A v , y que los miembros dia- 
gonals tienen areas de seccion transversal de 2A V . 



Prob. 4.12-9 


4.12-10. Determine la matriz de rigidez de nudo S, para la estructura de 
armadura plana dada en la figura. Suponga que las areas de seccion trans- 
versal de los miembros numerados del uno al cinco son de A x , y que las areas 
de seccion transversal de los miembros numerados del seis al diez son 2A V . 


i y 



Prob. 4.12-10 


Los problemas para el Art. 4.18 son para resolverse en la forma descrita 
en los Arts. 4.17 y 4.18. En coda problema, a menos que se diga otra cosa, 
se deben obtener todos los desplazamientos de nudo , reactiones de apoyo y 
las acciones de extremo de los miembros. Emplee los sistemas de numeration 
mostrados en las figuras que acompanan a los problemas. En los cdlculos uti- 
lice unidades de kips y pulgadas. 

4-18-1. Analice el marco piano mostrado en la Fig. 2-22a, suponga que 
ambos miembros tienen las mismas propiedades en su seccion transversal. 
Utilice los siguientes datos numericos: P = 10 kips, L = H = 12 pies, E — 
30 000 kips /pig 2 , I z = 200 pig*, y A x = 10 plg a . Numere los nudos en la se- 
cuencia de B, A, C, y numere los miembros en la secuencia de AB, BC. 
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4.18- 2. Analice el marco piano mostrado en la figura para los Probs. 2.9-25 
y 2.9-27 si P = 6 kips, L = 24 pies, H = 16 pies, E = 30 000 kips/plg 2 , I z 
= 350 pig 4 , y A. x — 16 plg a - Numere los nudos en la secuencia de B, A, C, D, 
y numere los miembros en la secuencia de AB, BC, DB. 

4.18- 3. Analice el marco piano mostrado en la figura, suponga que ambos 
miembros tienen las mismas propiedades en su seccion transversal. Emplee 
los siguientes datos: P = 10 kips, L = 20 pies, E = 30 000 kips/plg 2 , I z — 500 
pig 4 , y A x = 12 pig 2 . 





Prob. 4.18-3 

4.18-4. Analice el marco piano mostrado en la figura, suponga que P = 5 
kips, L = 5 pies, y E = 10 000 kips/plg 2 . El momento de inercia y el area 
de la seccidn transversal de los miembros 1 y 3 son 80 pig 4 y 4 pig 2 , respecti- 
vamente, y para el miembro 2 son 150 pig 4 y 5 pig 2 , respectivamente. 





Prob. 4.18-4 

4.18-5. Analice el marco piano mostrado en la figura (a) para los efectos 
de las cargas mostradas. Suponga que todos los miembros tienen E = 10 500 
kips/plg 2 , l z = 26 pig 4 , A x = 8 pig 2 y tambien suponga que L = 60 pig y 
P — 2 000 lb. (Sugestion: Tome ventaja de la simetria de la estructura y sis- 
tema de cargas analizando la estructura mostrada en la figura (b). Notese 
que el area y el momento de inercia del miembro 1 deben ser partidos por la 
mitad. La restriccion imaginaria en el nudo 1 restringe ambas translaciones 
tanto en la direccion de x como el giro en el sentido de z. ) 
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(a) I 7 (b) 

Prob. 4-18-5 


4.18-6. Analice el marco piano mostrado en la figura suponiendo que 
(para ambos miembros) E = 30 000 kips/plg 2 , l z = 450 pig 4 , y A x — 11 pig 2 . 
Suponga tambien, que L = 300 pig, y que P = 2 kips. 



Prob. 4.18-6 


418-7. El marco piano mostrado en la figura debe ser analkzado sobre la 
base de los siguientes datos numericos: E = 30 000 kips/plg 2 , P = 400 lb, 
L = 30 pig; para los miembros 1 y 2, I z i= 12 pig 4 , A x = 4 pig 2 ; para el miem- 
bro 3, l z — 1^4 pig 4 , A x = 6 pig 2 . 



Prob. 4-18-7 


1 
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4.18-8. Determine la matriz de rigidez de nudo Sj para el marco piano 
mostrado en la figura si todos los miembros tienen las mismas propiedades 
de seccion transversal. Suponga los siguientes datos: E = 30 000 kips /pig 2 , 
L = 20 pies, I z — 1 600 pig 4 , A x = 24 pig 2 . 



z 


Pkob. 4.18-8 

4.18-9. Resuelva el problema anterior para eL marco piano mostrado en la 
figura. Tambien, vuelva a arreglar y divida la matriz en la forma dada por 
la Ec. (4-1). 



z 


Prob. 4.18-9 


CAPITULO 5 


PROGRAMAS DE CALCULO PARA ESTRUCTURAS 
RETICULARES 


5.1. Introduccion. En el Cap. 4 el metodo de analisis de la rigidez 
se presento en una forma que es adecuada para programas de calcu- 
lo. El objeto de este capltulo es presentar diagramas de flujo para el 
analisis (por el metodo de la rigidez) de los seis tipos basicos de 
estructuras reticulares. Los diagramas de flujo estan suficientemente 
detallados para permitir que cualquier persona que este familiarizada 
con los elementos de un programa de computacion escriba sus pro- 
pios programas para el analisis estructural. 

Los programas descritos en este capitulo han sido form ados te- 
niendo tres objetivos principales: el primer objetivo es aplicar la 
fuerza y generalidad del metodo de analisis de la rigidez a cada una 
de las categorias basicas de estructuras reticulares. El segundo obje- 
tivo es permitir al principiante interpretar los diagramas de flujo 
y que escriba sus propios programas, usando estos como guias. El 
tercer objetivo es mostrar al lector ciertas tecnicas de program acion 
que se puedan usar despues para el proposito de escribir programas 
mas sofisticados para el analisis estructural. Por lo tanto, los pro- 
gramas aqul descritos son por si mismos de alguna utilidad, pero 
tambien sirven como una excelente base preparatoria para escribir 
programas mas avanzados. Tales programas podrian incluir modifi- 
caciones de los tipos discutidos en el Cap. 6. Es tambien posible ana- 
dir refinamientos para mejorar la velocidad de los calculos y para 
usar los almacenamientos en el computador en una forma mas efi- 
ciente. Ademas, es posible combinar todos los seis programas en un 
gran programa para el analisis de todos los tipos de estructuras 
reticulares. Estas modificaciones se pueden considerar por el progra- 
mador una vez que haya dominado los programas elementales da- 
dos aqul.* 

En los programas de este capitulo se supone que todas las es- 
tructuras por analizar estan formadas por miembros rectos prisma- 

4 Se presentan programas mas avanzados en el libro escrito por W. Weaver, Jr.. 
Computer Programs for Structural Analysis, 1966, D. Van Nostrand Co,, Inc.. Princeton, N. J. 
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ticos. Las propiedades del material para una estructura dada se toman 
constantes en toda la estructura. Se consideran unicamente los efec- 
tos de las cargas y nlnguna otra influencia, tal como cambios de tem- 
peratura, se toma en cuenta. Para cada tipo de estructura el analisis 
slgue los pasos descritos en el Cap. 4. 

El lector apreciara el hecho de que hay muchas formas de llevar 
a cabo los pasos detallados incluidos en calculos estructurales. Tam- 
bien existen muchas formas posibles en que un programa de compu- 
te 11 se puede organizar, incluyendo variaciones en la forma de 
leer los datos en el programa y la impresion de los resultados. Por 
lo tanto, es obvio que los programas en este capitulo, aunque repre- 
sentan un metodo satisfactorio de calculo, no representan el unico 
metodo. Los programas han sido probados en el salon de clase y en 
el cuarto de consulta, y se han probado ser practicamente utiles y 
faciles de dominar por programistas principiantes. Una vez que se 
han entendido, el programista puede proceder por si mismo a des- 
arrollar programas mas sofisticados. 

5.2. Programacion de calculo y diagramas de flujo. Se supone que 
el lector esta familiarizado con la programacion de calculo a grado 
tal que conoce un lenguaje algorltmico, tal como ALGOL o el FOR- 
TRAN.* Tambien debe tener alguna experiencia en la programacion 
de problemas elementales, no necesariamente relacionados con la 
ingenierla estructural. Si el lector tiene esta rudimentaria habilidad 
de programar, asi como un entendimiento fundamental de la materia 
en los capitulos anteriores de este libro, no encontrara dificultad en 
escribir los programas descritos en este capitulo. Los programas se 
presentan en la forma de diagramas de flujo de tal modo que son 
independientes de un lenguaje particular o de un tipo particular de 
computadora. Los diagramas de flujo estan lo suficientemente deta- 
llados para que sea cubierto cada paso de los calculos. La persona 
que desee escribir estos programas en el lenguaje a que esta acos- 
tumbrado debe ser capaz de hacerlo trabajando paso por paso a traves 
de los diagramas de flujo. 

Algunas de las caracteristicas esenciales de un lenguaje algorit- 
mico, as! como los signos utilizados en los diagramas de flujo, estan 
reunidas en este articulo. No se pretende que esta discusion sea f 

completa, sino que cubre aquellas caracteristicas que son necesarias 
en l° s diagramas de flujo que siguen. 

Los numeros en un programa de computacion pueden ser o nu- ! 

* Para discuslon es detalladas de estos lenguajes algoritmicos, vease D. D, McCracken, 

A Guide to ALGOL Programming, John Wiley and Sons, Inc., New York, 1962, y E. I 
Organxck, A FORTRAN Primer, Addison-Wesley Publishing Co., Inc., Reading, Mass., 1963. 
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meros decimales o numeros enteros. Los numeros decimales tambien 
se llaman numeros reales o numeros de puntos flotantes. Los nu- 
meros enteros son los numeros que no tien.en punto decimal. Ambos 
tipos seran usados en los programas, pero se deben distinguir uno 
del otro por el hecho de que las operaciones aritmeticas no son siem- 
pre las mismas para los dos tipos de numeros. La mayoria de los 
calculos en los programas se hacen con numeros decimales. Los nu- 
meros enteros se usan sobre todoicomo Indices (o suscritos). A1 prin- 
cipio de cada diagrama de flujo se da una lista de las variables que 
son numeros enteros. 

Los identific adores son nombres para variables, constantes u 
otras entidades que se usan en el programa. Por ejemplo, el simbolo 
E se usa como un identificador para el modulo de elasticidad del 
material. En general, los simbolos previamente usados en el Cap. 4 
se usan como identificadores en los programas, aun cuando se re- 
quieran algunas modificaciones menores debido al numero limitado 
de caracteres disponibles en maquinas perforadoras. Todos los carac- 
teres alfabeticos deben ser letras mayusculas y todos los simbolos 
deben estar sobre la misma linea. Por ejemplo, el simbolo para el 
numero de nudos n,- se convierte en el identificador NJ en un pro- 
de computacion. Los identificadores de este tipo requieren 
unicam ente de un punto de almacenamiento en la memoria de una 
computadora y se dice que representan variables simpjgs. L ^ 

Existen otras variables, llamadas variables suscritas, las que 
requieren de mas de un punto de locglizacion. Por lo tanto un iden- 
tincador para una vanable suscnta representa un arreglo de numeros 
como en el caso de un vector o un^matrig.^n elemento particular 
en e^glo esta indicado por lo& Tntcntos. que siguen al simbolo. 
Los suscntos estan encerrados en-Uaves-cu adradas en los programas 
que mas adelante se daran. Por ejemplo, un elemento del vector A E , 
tal como A Ei , se convierte en el programa en AE[4]. Similarmente, 
un elemento de la matriz A MIj , tal como A afz>23 , se convierte en 
AML[2, 3]. Es necesario reservar por adelantado un con junto de 
puntos de almacenamiento para cada variable suscrita en la memoria 
de la computadora, como mas adelante se explicard. Asi pues, al 
principio de cada diagrama de flujo se da una lista de variables 
suscritas en las que se debe hacer esto. 

Los crperadores usados en un programa de calculo son de varios 
tipos- los usados en los programas de este capitulo se resumen en 
la Tabla 5-1. 

Los operadores aritmeticos se usan para significar las operaciones 
de suma, resta, muldpKcacion, division y potencias. Todas estas 
operaciones se indican por los simbolos algebraicos usuales, excepto- 
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TAB LA 5-1. OPERADORES USADOS EN PROGRAMAS DE CALCULO 


Operador Simbolo 


Operadores aritmeticos: 

Suma ' + 

Resta — 

Multiplicacion X 

. Division . / 

Exponenciacion * 

Operador de reemplazo 
Operadores de relacion: 

Menor < 

Menor o igual < 

Igual = 

Mayor o. igual > 

Mayor > 

Diferente 


la exponenciacion. Ya que todos los slmbolos deben estar sobre la 
misma linea, las operaciones de potencias se indican por un asterisco 
seguido por el exponente. Por ejemplo, A 4 se representa en un pro- 
grama por A* 4. 

El operador de reemplazo es una flecha dirigida hacia la izquier- 
da; representa la operacion de reemplazar un numero existente en 
un punto de almacenamiento por un nuevo numero. Se dice entonces 
que el nuevo numero es el valor corriente de la variable. Los opera- 
dores de relacion estan tambien enumerados en la Tabla 5-1. Estos 
consisten de las relaciones menor, menor o igual, igual, mayor o igual, 
mayor y diferente. Todos los operadores de relacion se representan 
pdr slmbolos algebraicos usuales. 

Los programas de computation consisten de declaraciones y ma- 
nifestaciones. El proposito de una declaracion es definir las propie- 
dades de uno o mas identificadores usados en el programa. Por 
ejemplo, una declaracion se puede usax para especificar que identi- 
ficadores representan numeros enteros y cuales representan numeros 
decimales. Se dice que los primeros son identificadores del tipo de 
numero entero y los ultimos son identificadores del tipo de flotantes 
(o reales). Otra clase importante de declaracion especifica el alma- 
cenamiento que se debe reservax para arreglos en el programa (de- 
claraciones de arreglo). Las declaraciones tambien se usan para 
especificar los items en grupos de datos de entrada o salida, asi como 
los detalles del formato para la information de salida. Por otro lado. 
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las manifestaciones definen las operaciones que deben ser ejecu- 
tadas por la computadora. El orden en que las manifestaciones se 
escriben es una fase esencial en los programas de calculo porque 
son ejecutadas una por una en la secuencia en que aparecen en el 
programa, excepto cuando las manifestaciones mismas causan con- 
trol para pasar a otra manifestacion que no esta en secuencia. 

Una manifestacion puede ser precedida por un rotulo. Tales ro- 
tulos de manifestaciones sirven para identificar manifestaciones 
particulares y son utiles para el fin de proceder de una manifesta- 
cion a otra en una secuencia diferente a la que estan enumeradas. 

Los tipos de manifestaciones usados en los programas de este 
capltulo se resumen en la Tabla 5-2. Los slmbolos de diagram as de 
flujo que denotan estas manifestaciones aparecen tambien en la 
tabla. Cada una de las manifestaciones enumeradas en la Tabla 5-2 
se describen brevemente en la siguiente discusion. 

La manifestacion de entrada causa que la informacion de alguna 
fuente externa, tal como tarjetas de datos o cinta, se transfiera a la 
unidad de memoria de la computadora. Una manifestacion de en- 
trada se representa en un diagrama de flujo por un cuadro en la 
forma de una tarjeta de datos (vease la Tabla 5-2). Como ejemplo, 
supongase que los numeros A, ByC se deben introducir a la compu- 
tadora como datos de entrada. Esto se puede representar en el dia- 
grama de flujo segun se muestra en la Fig. 5-la. (Las flechas indi- 
can los pasos en un diagrama de flujo). 

La manifestation de salida produce que la informacion en la 
computadora se transfiera hacia afuera y se comunique al progra- 
mista por medio de una impresion, una tarjeta perforada u otro 
medio. Una manifestacion de salida aparece en un diagrama de flujo 
como cuadro, con una linea diagonal en su base, sfegun se muestra 
en la Tabla 5-2. La Fig. 5-lb demuestra la apariencia en un dia- 
grama de flujo de una manifestacion de salida que causa que los 
numeros A, B y C se impriman (o se comuniquen de otro modo al 
programista). 

La manifestation de asignacion representa el reemplazo del valor 
corriente de una variable por un nuevo valor, que entonces se con- 
vierte en el valor corriente de la variable. Por ejemplo, la mani- 
festacion 

A<-BxC 

quiere decir que el producto B X C (el termino de la derecha) debe 
ser valuado y puesto en el punto de almacenamiento para la varia- 
ble A (el termino de la izquierda). Por lo tanto, el valor corriente 
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TABLA 5-2. 


MANIFESTACIONES USADAS 
COMPUTACION 


EN PROGRAMAS DE 


Tipo de manifestacion 


(a) Entrada 


(b) Salida 


(c) Asignacion 


(d) Control incondiclonal 


Ce) Control condicional 


( f ) Control iterativo 


Slmbolo en el diagrama 
de flujo 



de A se reemplaza por el producto de B por C, que entonces se con- 
vierte en el valor corriente de A. El operador de reemplazo es una 
parte integral de la manifestacion de asignacion. En un diagrama 
de flujo la manifestacion de asignacion se encierra en un rectangulo 
(vease la Tabla- 5-2). La manifestacion de asignacion arriba des- 



(c) (d) 


Fig. 5-1. Simbolos de las manifestaciones para un diagrama de flujo: (a) 
manifestacidn de entrada, (b) manifestacion de salida, (c) manifestacion de 
asignacidn, (d) manifestacidn de control incondicional, (e) manifestacion 
de control condicional y (f) manifestacidn de control (iterativo) 
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crita se muestra en la Fig. 5-lc tal como apaxeceria en un diagrama 
de flujo. La forma de mostrar un rotulo de manifestacion en un 
diagrama de flujo tambien se ilustra en la Fig. 5-lc. El rotulo se 
escribe en la esquina superior izquierda del rectangulo, y en este 
ejemplo se supone que el rotulo es el identificador LI. 

La manifestacion de control incondicional causa un cambio en 
el orden de execution de manifestaciones en un programa. Mediante 
esta manifestacion, el control puede transferirse a cualquier otra 
manifestacion en el programa refiriendose a su rotulo de manifesta- 
cion. La manifestacion de control incondicional se representa en un 
programa por un circulo, como se muestra en la Tabla 5-2. El rotulo 
de la manifestacion a cuyo control es transferida se indica dentro del 
circulo. Por ejemplo, en la Fig. 5-ld el rotulo LI de manifestacion 
que se ve en el circulo indica que el control debe transferirse a la 
manifestacion en el programa que tiene el rotulo LI. 

La manifestacion de control condicional proporciona la habilidad 
de tomar decisiones basadas en una prueba, que se puede hacer con 
una expresion de relation. El control se transfiere a una manifesta- 
tion u otra en el programa, dependiendo de si la expresion es falsa 
o verdadera. El simbolo para el diagrama de flujo de una manifesta- 
cion de control condicional se muestra en la Tabla 5-2 con las ramas 
verdadera y falsa indicadas por T y F, respectivamente. Estas letras 
no se requieren en un diagrama de flujo si las ramas falsa o verda- 
dera estan siempre arregladas en la forma mostrada. La Fig. 5-1 e 
muestra una manifestacion de control condicional que prueba si A 
es menor que B, utilizando el operador de relation <. Si la condi- 
tion es verdadera, se sigue la rama de la derecha; pero si la condition 
es falsa, el programa continua a 16 largo de la rama indicada por la 
flecha inferior. En algunos casos la rama falsa puede. contener una 
manifestacion (indicada por el cuadro de lineas interrumpidas en 
la Fig. 5-le) que debe ser hecha como una alternativa a la manifes- 
tacion en la rama verdadera. 

La manifestacion de control iterativo es un artificio util para eje- 
cutar la misma manifestacion o grupo de manifestaciones un nu~ 
mero especificado de veces. Un tipo comun de manifestacion de 
control iterativo contiene una lista de tres elementos que definen 
el valor initial, un valor de incremento y un valor final de un para- 
metro de control. En un diagrama de flujo esta lista se encierra en 
una figura hexagonal del tipo mostrado en la Tabla 5-2. La llnea 
punteada y marcada con flecha asociada con el simbolo indica que 
el control se regresa a este punto en forma de ciclo. La Fig. 5-lf 
muestra una manifestacion de control iterativo que causa que la 
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manifestacion dentro del cuadro rectangular sea ejecutada N veces. 
La manifestacion de control iterativo contiene la lista de los tres ele- 
mentos (en parentesis), como se muestra: 

Esta expresion signlfica que la cantidad J toma el valor 1, la primera 
vez que es ejecutada la manifestacion en el cuadro, y que J se incre- 
menta en 1 en cada ciclo de ejecucion, hasta que finalmente J se 
coloca igual a N y la manifestacion se ejecuta por ultima vez. Como 
ejemplo, supongase que A, B y C son todas variables suscritas cada 
una de N elementos. Si los elementos correspondientes de B y C se 
van a multiplicar y asignar a A, la manifestacion en el cuadro rec- 
tangular serfa 

A[«7] <— B[J]xC[J] 

Despues de N repeticiones de los calculos, todos los elementos de 
los arreglos" han sido procesados y el control se transfiere a la si- 
guiente manifestacion en el programa. 

En cualquier manifestacion en el programa se hace necesario 
valuar una funci&n durante el curso de ejecucion de la manifesta- 
cion. Por ejemplo, la manifestacion de asignacion 

A «- BxC0S(C) 

envuelve la evaluacion del coseno de C. En este ejemplo, COS es el 
designador de funcion, y su uso en un programa implica que una 
serie especifica de operaciones debe ejecutarse automaticamente, 
dando como resultado la evaluacion del coseno de C. Ciertas funcio- 
nes frecuentemente usadas, tales como el seno, coseno, raiz cua- 
drada, logaritmo y valor absoluto (designadas como SEN, COS, 
SQRT, LOG y ABS), se incorporan en lenguajes algoritmicos para 
la conveniencia del programista. 

Otra caracteristica importante de los lenguajes algoritmicos per- 
mite al programista usar una serie de manifestaciones como un 
procedimiento (o subrutina en FORTRAN), que es un tipo 'de sub- 
programa. El procedimiento es un conjunto de manifestaciones que 
se pueden usar en varios puntos del mismo programa. Tambien se 
pueden usar los procedimientos en diferentes programas sin ninguna 
alteracion. En los programas de este capitulo se supone que se puede 
usar un procedimiento para invertir una matriz cuadrada no sin- 
gular. En este procedimiento se supone que la matriz inversa se al- 
macena en el mismo lugar de almacenamiento de la matriz original. 
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Por lo tan to, en el paso de cada programa en que se desee invertir 
la matriz de rigidez S, aparece una manifestacion que indica que la 
inversion debe ser ejecutada, pero se omiten los detalles de la ejecu- 
cion de la inversion. 

Aunque la discusion anterior de alguna de las caracteristicas de 
un lenguaje algoritmico es breve e incompleta, su proposito ha sido 
explicar las convenciones usadas en los diagramas de flujo de este 
capitulo. Con estas convenciones en mente, el programista puede 
seguir los diagramas y escribir sus propios programas. 

5.3. Principales caracteristicas de los programas. Las principales 
caracteristicas de todos los programas siguen directamente de la 
secuencia de operaciones descritas en el Cap. 4. Sin embargo, solo 
una parte de la matriz de la rigidez total de nudo Sj es generada en 
los programas. Ya que solo los efectos de carga se toman en cuen- 
ta, las porciones requeridas de Sj son S y S RD (vease la Ec. 4-1). Las 
otras dos porciones (S DR y S RR ) no son generadas en estos progra- 
mas. Sin embargo, hay tan solo un paso adicional para generarlas 
y esto puede llevarse a cabo en un programa mas extenso que incluya 
los efectos de los desplazamientos de apoyo (vease el Art. 6.5). 

Las matrices de rotacion transformadas se usan unicamente en 
el programa para el analisis de marcos en el espacio, porque de lo 
contrario los calculos para un marco en el espacio se hacen muy 
complejos. Para todas las otras estructuras, sin embargo, los calculos 
se llevan a cabo directamente por medio de las formulas encon- 
tradas en el Cap. 4. 

Ya que los pasos detallados en un programa de computation se 
relacionan con la forma en que los datos se preparan, cada programa 
esta precedido por un resumen que explica la preparation de los 
datos necesarios. Ademas, algunas de las variables en un programa 
seran del tipo de numeros enteros, mientras que otras son del tipo 
de puntos flotantes. Por lo tan to, a cada diagrama de flujo le pre- 
cede una lista del tipo de variables de numero entero. Las variables 
que estan suscritas en el programa (y las que necesitan partes de 
almacenamiento en la computadora) tambien se enlistan al principio 
de cada diagrama de flujo. 

Las caracteristicas principales de todos los programas se mues- 
tran en los cinco siguientes pasos, cada uno de los cuales se explica 
con mas detalle en relation con los diagramas de flujo: 

1. Entrada e impresion de los datos de la estructura 

(a) Parametros estructurales y modulos de elasticidad 

(b) Coordenadas de los nudos (excepto vigas continuas) 
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(c) Designation de los miembros, propiedades y orientaciones 

(d) Lista de restricciones de nudo; lista de restricciones acu- 
mulativas 

2. Matriz de rigldez de la estructura 

(a) Formation de la matriz de rigidez 

(b) Inversion de la matriz de rigidez 

3. Entrada e impresion de los datos de carga 

(a) Numero de los nudos y miembros cargados 

(b) Acciones aplicadas en los nudos 

(c) Acciones en los extremos de miembros restringidos debi- 
das a las cargas 

4. Construction de los vectores asociados con las cargas 

(a) Cargas equivalentes de nudo 

(b) Cargas combinadas de nudo 

5. Calculo y salida de resultados 

(a) Desplazamientos de nudo y reacciones de apoyo 

(b) Acciones de extremo de los miembros 

Los pasos arriba bosquejados se repiten en los diagramas de flujo a 
fin de identificar la naturaleza de las diferentes partes del programa. 

A los diagramas de flujo se acompanan notas explicatorias para cada 
paso. Estas notas se identifican por numeros en parentesis en la 
parte izquierda del diagrama de flujo. 

En el bosquejo anterior y en los programas, se supone que los 
datos de entrada y que ciertos encabezados descriptivos seran im- 
presos, asi como tambien los resultados finales. Tal information se 
necesita generalmente, para identificar a la estructura que se esta 
analizando y para proporcionar al programista los resultados que 
constituyen la meta final del analisis. Por supuesto, es siempre posi- 
b e un programista sumar manifestaciones adicionales de salida 
en cualquier grado intermedio de los calculos si se desea imprimix 
a gunos de los resultados intermedios. Por ejemplo, bajo ciertas 
condiciones podria desearse imprimir la matriz de rigidez para la 
estructura. 

El primer programa que se hara en este capltulo se presenta en 
orma completa. Sin embargo, algunos de los ultimos programas con- 
tienen pasos que son los mismos que se presentan en programas 
anteriores. Cuando este traslape ocurre, los pasos no se repiten; por 
e contrario, el lector debe referirse a los programas anteriores en 
los que aparecen estos pasos. 

Despues de preparar su propio programa de computation para 
un tipo dado de estructura, el lector deseara verificarlo resolviendo, 
por lo menos, un ejemplo del que conozca la solution. Para este 
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proposito, cada programa de este capltulo se sigue por uno o mas 
ejemplos. Estos problemas consisten de las soluciones dadas por la 
computadora para los ejemplos dados en el Cap. 4, asi como tambien 
algunos problemas adicionales de naturaleza mas compleja. Estos 
problemas fueron resueltos usando los programas de computation 
de este capltulo y se dan los resultados finales para cada caso. 

La Tabla 5-3 resume la mayor parte de la notation de este capl- 
tulo, con los Items enumerados aproximadamente en el orden en que 
aparecen en los programas. Al principio del Art. 5.9 se da mas nota- 
tion, que es la que se requiere unicamente para marcos en el espacio. 
Un slmbolo en la lista que es seguido por llaves cuadradas [ ] indica 
una variable suscrita con un solo suscrito, esto es, un vector. Un 
slmbolo seguido por Haves cuadradas que encierran a una coma [ , ] 
indica una variable suscrita (o una matriz) con dos suscritos. 

Debe ser usado un sistema consistente de unidades para los 
datos de entrada, que incluya unicamente, unidades de fuerza y de 
longitud. Los resultados de los calculos tendran las mismas unidades 
que las de los datos de entrada y, ademas, todos los angulos automa- 
ticamente estaran en radianes. Un ejemplo de un sistema consistente 
de unidades es el que da cargas en kips, longitudes en pulgadas, 
areas en pulgadas cuadradas, modulo de elasticidad en kips por pul- 
gada cuadrada, y as! sucesivamente. En tal caso, todos los resultados 
finales se daran en kips, pulgadas y radianes. Por otro lado, si las 
unidades que se usan para los dates de entrada son en pies y Hbras, 
los resultados finales estaran en terminos de pies, libras y radianes. 

5.4. Programa para una viga continua. El programa descrito en 
este artlculo lleva a cabo el analisis' de una viga continua por las 
tecnicas descritas en el Art. 4.8. Los datos de entrada que se requie- 
ren para el programa se discuten primero, ya que la forma del pro- 
grama depende, hasta cierto punto- de la forma en que se proporcio- 
nan los datos. En seguida, se presenta el diagrama de flujo para el 
programa, que se acompana de comentarios expHcatorios. Final- 
mente, se anaHza de nuevo el ejemplo de la viga continua del Art. 4.9, 
empleando un programa de computation. 

Los datos de entrada requeridos en el programa se resumen en 
la Tabla 5-4. Esta tabla especifica el numero de tarjetas de datos 
que se requieren para cada tipo de information, as! como tambien 
los items que deben ser perforados en cada tarjeta. La primera tar- 
jeta que se enumera en la tabla eontiene el numero de miembros 
M, el numero de restricciones NR, el numero de nudos restringidos 
NRJ, y el modulo de elasticidad E del material. La razon para incluir 
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TAB LA 5-3. 


Identificadores 

M 

N 

NJ 

NR 

NR] 

E 

G 

I 

J, K 

X['], Y[], Z[ ] 

JJl) 

JK{] 

L[ ] 

AX[ ] 

- - IX[ ] 
m ], i z[ ] 

XCL, YCL, Z CL 
CX[], CY[], CZ[] 
, RL[] 

■ - CRL[ ] 

n , ...,] 6 

Kl, . . K6 

SCM 
SM[ ,) 

SMD[ , ) 

S[,] 

NLJ 

NLM 

A[] 

AML[ , ] 


AE[] 
AC[ ] 
D[) 
ARM 
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IDENTIFICADORES USADOS EN PROGRAMAS DE 
COMPUTACION 

Definicion 

Numero de miembros 

Numero de grades de libertad 

Numero de nudos 

Numero de restricciones de apoyo 

Numero de nudos restringidos 

Modulo de elasticidad a la tension o a la compresion 
Modulo de elasticidad al cortante 
Indice de miembro . 

Indices de nudo 

Coordenadas X, Y y Z del nudo 

Designacion del extremo J del miembro (nudo j ) - 
Designacion del extremo K del miembro (nudo k )- 
Longitud del miembro 

Area de la seccion transversal del miembro 

Constante de torsion del miembro 

Momentos de inercia respecto a los ejes Y y Z 

Componentes en X, Y y Z de la longitud del miembro 

Cosenos directores en X, Y y Z del miembro 

Lista de restricciones de nudo 

Lista de restricciones acumulativas 

Indices para los desplazamientos en el extremo J del 
miembro 

Indices para los desplazamientos en el extremo K del 
miembro 

Constante de rigidez del miembro 

Matriz de rigidez del miembro para los ejes orientados 
con el miembro 

Matriz de rigidez de miembro para los ejes orientados 
con la estructura 
Matriz de rigidez de nudo (Sj) 

Numero de nudos cargados 
Numero de miembros cargados 

Acciones (cargas) aplicadas en los nudos (en las direc- 
ciones de los ejes de la estructura) 

Acciones en los extremos de miembros restringidos (en 
las direcciones de los ejes del miembro) debidas a las 
cargas 

Cargas equivalentes de nudo (en las direcciones. de los 
ejes de la estructura) 

Cargas combinadas de nudo (en las direcciones de los 
ejes de la estructura) 

Desplazamientos de nudo (en las direcciones de los ejes 
de la estructura) 

Reacciones de apoyo (en las direcciones de los ejes de 
la estructura) 

Indices para vectores expandidos 


TABLA 5-4. PREPARACION DE LOS DATOS PARA EL PROGRAMA DE UNA 

VIGA CONTINUA 


cd 

u 

3 

Datos 

— 

Numero | 
de tarjetas! 

Items en las tarjetas 
de datos 

in 
■ <D 

(a) Parametxos de la estructu- 
ra y modulo de elasticidad 

1 

M NR NRJ E 

cd 

<D 

"O 

(b) Designacion y propiedades 
de miembros 

M 

I L[I] IZt I ) 

O 

cd 

R 

(c) Lista de restricciones de 
nudo 

NRJ 

K RL[2K - 1] RL[2K] 

cd 

hO 

u 

cd 

o 

(a) Numero de nudos y miem- 
bros cargados 

1 

NLJ NLM 

Cl) 

(b) Acciones aplicadas en los 

NLJ 

K A[2K - 1] A[2K] 

m 

O 

cd 

p 

nudos 

(c) Acciones en los extremos 
de miembros restringidos 
debidas a las cargas 

NLM 

I AML[ I , 1] AML[ I , 2] 
AML[ I, 3] AML( I , 4] 


a NRJ es que el numero de tarjetas de datos que se requieren para 
Uenar la lista de restricciones de nudo (vease la linea 3 de la tab] a) 
se reduce a un minimo si es conocido el numero de nudos restrin- 
gidos. 

Cada tarjeta de' datos que contenga information de miembro 
(linea 2 de la Tabla 5-4) incluye para un miembro el numero de 
miembro l, la longitud L[I] y el momento de inercia IZ[I] respecto 
del eje z. Se requiere un total M de tarjetas. 

Cada una de las tarjetas en las siguientes series (un total de NRJ 
tarjetas) contiene un numero K de nudos y dos numeros de clave 
que indican las condiciones de restriccion en ese nudo. El termino 
RL[2K - 1] indica la restriccion contra translation en la direction 
de y en el nudo k; el termino RL[2K] indica la restriccion contra el 
giro en el sentido de z en el nudo k. La convention adoptada en este 
programa es la siguiente. Si existe restriccion, se asigna el numero 
1 como el valor de RL; si no hay restriccion se asigna un valor 
de cero. 


JE, KE 
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La primera tarjeta en los datos de carga contiene dos numeros. 
Estos son el numero de nudos cargados NLJ y el numero de miem- 
bros cargados NLM. Un motivo para introducir estos numeros es que 
sirven para reducir a un minimo el numero subsecuente de las tar- 
jetas de datos de carga requeridas. Otra razon es que ciertos calculos 
en el programa pueden no tomarse en cuenta si cualesquiera de 
NL] o NLM es igual a cero; por ejemplo, si NLM es igual a cero, se 
puede omitir el calculo del vector A E . 

Cada tarjeta de carga de nudo (un total de NLJ tarjetas) con- 
tiene un numero de nudo K y las dos acciones aplicadas en ese 
nudo. Estas acciones son la fuerza aplicada en la direccion de y y el 
par aplicado en el sentido de z. Finalmente, cada tarjeta para cargas 
de miembro (un total de NLM tarjetas) contiene un numero I y las 
cuatro acciones de empotramiento para ese miembro. Las acciones 
de empotramiento consisten en una fuerza, en la direccion de y, y 
en un par en el sentido de z en cada extremo del miembro. 

La preparacion de los datos para una estructura particular se 
ilustra en el problema ejemplo al final de este articqlo. 

A1 principio de un programa de computacion hay varios temas 
preliminares que deben tomarse en cuenta. Es buena practica intro- 
ducir un programa con una descripcion de su contenido mismo. Esto 
incluye el alcance del programa, un bosquejo de los pasos en el 
programa, la notacion usada y los datos requeridos. Ya que esto se 
ha hecho primeramente para la conveniencia del programista, no 
se incluye en los diagramas de flujo de este capitulo. 

Otro tema preliminar es sehalar aquellos identificadores en un 
programa que han de ser numeros enteros en oposicion a aquellos 
que han de ser numeros decimales. Los siguientes identificadores 
del tipo de numeros enteros aparecen en el programa de la viga 
continua: . •' ‘ ‘ ° 

h J, JE, Jl, J2, K, KE, Kl, K% M, N, _ 

NJ, NR, -NRJ, NLJ, . NLM, RL, ERL 
y para este efecto se debe hacer una eleccion apropiada. 

Ademas, el almacenamiento en la memoria unitaria de una 
computadora se debe reservar para las variables suscritas en el 
programa. Para el programa de la viga continua las variables sus- 
critas son las siguientes: 

L[ ], IZ[ ], RL[ ], CRL[ ], A[ ], AML[ , ], 

AEllAC[lSM[,], AR[] 

Finalmente, cualquier procedimiento que se use en el programa 
(tal como el procedimiento de inversion de matriz) debe insertarse 
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al principio del mismo, a fin de tenerlo disponible para usos pos- 
teriores. 

A continuacion se muestra el diagrama de flujo para la viga 
continua. Las principales caracterlsticas del programa se intercalan 
en el diagrama; los comentanos anotados por los numeros en pa- 
rentesis se dan al final del diagrama. 

DIAGRAMA DE FLUJO PARA UN PROGRAMA DE VIGA CONTINUA 
1. Entrada e impresion de datos de la estructura 

a. Parimetros de la estructura y mddulo elAstico 
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b. Inversidn de la matriz de rigidez 



Invierta la matriz 
de rigidez de N X N 



3. Entrada e impresion de datos de carga 

a. Numeros de nudos y miembros cargados 


Encabezado: DATOS DE CARGA 
Subencabezado: NLJ NLM 



NLJ, NLM 










b. Acciones aplicadas en los nudos 
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4. Construccion de vectores asociados con cargas 
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Encabezado: ACCIONES DE EXTREMO DE MIEMBRO 


Subencabezado: MIEMBRO AMI AM2 AM3 AM4 


1 ♦ (1,1, M) 


J1 +- 21-1; J2 - 21; K1 ■+ 21+1; K2 * 21+2 
SCM1 * (4 .OxExIZ[I])/L[l] 

SCM2 +- (l,5xSCMl)/L[l] ; SCM3 +■ (2.0xSCM2)/L[I] 


I,AML[I,l]+SCM3x(D(jl]— D[Kl])+SCM2x(D[j2]+D[K2]), 
AML[I,2]+SCM2x(D[jl]-DtKl])+SCMlx(DlJ2]+D[K2]/2.0), 
AML[I,3]-SCM3x(D[jl]-D[Kl])-SCM2x(DlJ2]+D[K2]), 
AML[I,4]+SCM2x(D[jl]-D[Kl])+SCMlx(D[j2]/2.0+D[K2]) 


L — 

Explication del diagrama de flujo para el programa de una viga continua 


Item No. 


Obseruaciones 


1. a. (1) Se imprime un tltulo apropiado para el programa. 

(2) Se imprimen un titulo y un subtitulo para los datos de la estructura. 

(3) Se lee dentro del almacenamiento la primera tarjeta de datos, que 
contiene los parametros de la estructura y el modulo de elasticidad 
(vease la Tabla 5-4). 

(4) Se calculan el numero de nudos y el numero de grados de libertad. 

(5) Se imprimen bajo los titulos apropiados los datos de entrada, aumen- 
tados por N. 

b. ( 1 ) Se imprimen para la informacion de miembro un titulo y un 

subtltulo. 

(2) En una manifestacion de control iterativo se leen las M tarjetas 
que contienen las designaciones y propiedades de miembro (vease 
la Tabla 5-4). La misma informacion tambien se imprime bajo los 
subtitulos apropiados. 

c. (1) En una manifestacion de control iterativo se leen las NRJ tarjetas 

que contienen las designaciones de nudo y restricciones de nudo 
(vease la Tabla 5-4). Tambien se imprime la misma informacion. 
(2) En esta parte del programa se calcula la lista de restricciones 
acumulativas CRL. Esta lista consiste en las sumas acumulativas 
de los numeros en la lista de restricciones RL. Como ejemplo, se 
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muestra la lista de restricciones para el problema del Art. 4.9 en 
la Tabla 4-8. La lista correspondiente a las restricciones acumula- 
tivas consiste de lo siguiente: 

CRL = { 1 , 2 , 2 , 2 , 3 , 3 , 4 , 5 } 

Notese que el primer elemento de CRL es siempre igual al primer 
elemento de RL, y el ultimo elemento de CRL es numericamente 
igual al numero total de restricciones NR. El primer paso en la 
formacion de CRL es asignar RL[1] a CRL[1], 

(3) En una manifestacion de control iterativo, se calculan en orden 
todos los otros elementos de CRL. 

2. a. (1) Manifestacion de control iterativo en miembros, para M miembros. 

(2) Los dos posibles desplazamientos para el nudo a la izquierda (J1 y 
J 2) y para el nudo a la derecha (K1 y K2) del miembro 1 se indican 
en orden ascendiente de acuerdo con el sistema de numeracion para 
los miembros. 

(3) Se calculan las tres constantes de rigidez para el miembro I y se 
almacenan a fin de evitar la repeticion de estas expresiones cuando 
se forme la matriz de rigidez de miembro. Estas constantes son: 

SCMl = SCM2 = SC M3 = 

L L 1 * L 3 

(4) Usando como guia la lista de restricciones de nudo, se vuelven a 
indicar los dos posibles desplazamientos para los nudos en cada 
extremo del miembro, ya sea que los nudos se puedan mover o no. 
Esto es, si cierto desplazamiento es libre de ocurrir, el indice se 
disminuye por el correspondiente elemento de CRL, colocandolo 
en el orden apropiado entre los grados de libertad. Por otro lado, 
si un desplazamiento no es libre de ocurrir, el indice se vuelve a 
poner a N mas el correspondiente elemento de CRL, colocandolo 
en el orden apropiado entre las restricciones de apoyo. 

(5) La matriz de rigidez de miembro de 4 X 4 SM para el miembro J 
se forma (vease la Tabla 4-2, Art. 4.3) usando las constantes de 
rigidez previamente valuadas. 

(6) Si el indice 21— 1 (el valor original de Jl) corresponde a los 
grados de libertad, la primera columna de SM se cambia a la matriz 
de rigidez de nudo para la estructura (veanse las Ecs. 4-13). Sin 
embargo, si 21—1 corresponde a una restriccion, la primera 
columna de SM no es tomada en cuenta. Por este artificio unica- 
mente se forman las porciones requeridas de la matriz de la rigidez 
total de nudo. (El resultado es un arreglo rectangular consistente 
de la matriz S en la parte superior y de la matriz S RD en la parte 
inferior. Sin embargo, en el programa el arreglo total se identifica 
como S).''Los elementos de S, que incluyen el empalme de J 1 y 

-J 2, son acum.ulativos porque,- en general, reciben contribuciones 
tle'mas de un -miembro. Por otro lado, los elementos de S que inclu- 
yen el empalme de J1 con Kl y K2 son valores" unicos. 

(7) Similar a (6), pero para 21, que es el valor original de J2 (veanse 
las Ecs. 4-14). 

(8) Similar a (6), pero para 21 + 1, que es el valor original de K1 
(veanse las Ecs. 4-15). 
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(9) Similar a (6), pero para 2 1 + 2, que es el valor original de K2 
(veanse las Ecs. 4-16). 
b. La parte superior del arreglo rectangular (del orden de N X N) se 
invierte, usando un procedimiento. 

3. a. Se leen y se imprimen los numeros de los nudos cargados y miem- 1 

bros cargados (vease la Tabla 5-4). 

b. ( 1 ) Si el numero de nudos cargados no es igual a cero, se deben leer 

e imprimir las acciones aplicadas en los nudos. 

(2) En una manifestacion de control iterativa se leen e imprimen las 
NLJ tarjetas (vease la Tabla 5-4) que contienen las designaciones 
de nudo y las acciones aplicadas en los nudos (vease la Fig. 4-11). 

c. ( 1 ) Si el numero de miembros cargados no es igual a cero, se deben 

leer e imprimir los datos concemientes a las cargas sobre los 
miembros. 

(2) En una manifestacion de control iterativa se leen e imprimen las 
NLM tarjetas (vease la Tabla 5-4) que contienen las designaciones 
de miembro y las acciones en los extremos de los miembros restrin- 
gidos debidas a las cargas (vease la Fig. 4-12). 

4. a. (1) Si NLM no es igual a cero, las cargas equivalentes de nudo se 

deben calcular. 

(2) En una manifestacion de control iterativa para M miembros, las 

contribuciones a AE de cada miembro se identifican y se cambian 1 

(veanse las Ecs. 4-20). Notese que el calculo de las cargas equiva- 
lentes de nudo tambien considera los valores negativos de las accio- 
nes de empotramiento para los miembros. Cada una de las mani- 
festaciones para generar a un elemento de AE consiste de una suma 
de contribuciones de mas de un miembro, porque unicamente los 
puntos de extremo de la viga continua reciben contribuciones de 
un solo miembro. 

b. ( 1 ) Manifestacidn de control iterativa sobre todos los posibles despla- 
zamientos de nudo (N -f- NR desplazamientos). 

(2) Si el posible desplazamiento Jesimo no esta restringido, el indice 
K para un elemento de AC se coloca en la posicion correcta en la 
primera parte del vector: K «-/ — CRL[J], 

(3) Por otro lado, el posible desplazamiento Jesimo esta restringido; por 
lo tanto, el indice K se coloca en la posicidn correcta en la parte 
ultima del vector: K <— N + CRL[J], 

(4) Los elementos de AC se calculan como las sumas de los elementos ! 

de A y AE. Debido al hecho de que los indices han sido coloca- 

dos de nuevo segun se describio arriba, se forma el vector AC en la 
forma dada por la Ec. (4-6). 

5. a. (1) Dentro de dos manifestaciones de control iterativas los desplaza- j 

mientos se calculan por multiplicaciones matriciales, usando la !. 

Ec. (4-8). 

(2) Dentro de dos manifestaciones de control iterativas, las reacciones 
de apoyo se calculan por algebra matricial, usando la Ec. (4-4). 

(3) En preparacion para expandir el vector desplazamiento, J se afecta 
por N + 1. 

(4) En una manifestacion de control iterativa con valores descendientes 
de la variable JE, el vector desplazamiento se extiende de acuerdo 
con los grados de libertad indicados por la lista de restricciones 
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de nudo. J es el indice para la forma condensada de D; JE es el 
indice para la forma extendida de D (definida en el Cap. 4 como Dj). 

(5) En preparacidn para extender el vector de reacciones de apoyo, 
K se afecta por N. 

(6) En una manifestacion de control iterativa, se extiende el vector de 
reacciones de apoyo de acuerdo con las restricciones anotadas por 
la lista de restricciones de nudo. E es el indice para la forma conden- 
sada de AR, y KE es el indice para la forma extendida de AR. 

(7) En una manifestacidn de control iterativa para todos los nudos, el 
numero de nudo, los desplazamientos de nudo y las reacciones de 
apoyo se imprimen en orden. 

b. (1) Manifestacion de control iterativa sobre miembros, para M miembros. 

(2) Se calcula la misma informacion. de miembro como en los pasos 
2a(2) y (3) previamente dados. 

(3) Para cada miembro se imprime el numero de miembro y se calculan 
e imprimen las cuatro acciones de extremo del miembro. Los calculos 
se hacen en la base de un miembro a la vez, usando las Ecs. (4-23). 
Por lo tanto, todos los resultados han sido impresos y el programa 
estd completo. 

TABLA 5-5. TARJETAS DE DATOS PARA EL EJEMPLO DE LA VIGA 

CONTINUA 
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Ejemplo: La estructura de viga continua analizada en el Art, 4.9 (vease 

la Fig. 4-13) se presenta como ejemplo del uso de un programa de computacion. 
Para los calculos de la maquina se suponen los siguientes valores numericos: 

E — 10 000 kips/plg 2 L = 100 pig P = 10 kips IZ = 1 000 pig 4 

Los datos de entrada que se requieren para el programa de computacion se 
resumen en la Tabla 5-5. El formato de las tarjetas sigue al que se describio 
en la Tabla 5-4, con las primeras siete tarjetas conteniendo los datos de la 
estructura y las ultimas seis tarjetas conteniendo los datos de carga. 

En la Tabla 5-6 se da el resultado del programa de computacion. 

5.5. Programa para una armadura plana. El programa presenta- 
do en este articulo Ueva a cabo el analisis de armaduras planas por 
el metodo dado en el Art. 4.11. Los pasos en este programa son muy 
similares a los del programa de una viga continua (vease el Art. 
5.4), debido al hecho de que ambos tipos de estructuras tienen dos 
posibles desplazamientos en cada nudo. Por lo tanto, a fin de evitar 
la repetition, la siguiente discusion destaca aquellas partes del pro- 
grama que son diferentes del programa de la viga continua. 

Los datos de entrada que se requieren para el programa de la 
armadura plana se muestran en la Tabla 5-7, la que tiene la misma 
forma de la Tabla 5-4 para vigas continuas. La primera tarjeta escrita 
en la tabla contiene los parametros de la estructura (esto es, los 
numeros de miembros, nudos, restricciones y nudos restringidos ) y 
el modulo de elasticidad. En seguida, se requiere un grupo de tar- 
jetas (un total de NJ tarjetas) para especificar las coordenadas de 
los nudos. Cada tarjeta de este grupo contiene un numero de nudo 
J, la coordenada X[J] del nudo en el eje x y la coordenada Y[J] en el 
eje y del nudo. 

En cada una de las tarjetas que se refieren a las designaciones 
de miembro y a las propiedades, primero se enumera el miembro I 
y es seguido por el nudo j numero JJ[I] y el nudo k numero JK[I] 
para los dos extremos del miembro. La election de cual extremo del 
miembro es j y cual es k la hace arbitrariamente el programista. El 
ultimo Item en cada tarjeta es el area AX[fj de la section transversal 
del miembro. 

Las tarjetas de datos para la lista de las restricciones de nudo 
son similares a las del programa de la viga continua, excepto que 
los tipos de restricciones son diferentes. Para la armadura plana, los 
terminos RL[2K — 1] y RL[2K] indican las restricciones contra trans- 
lation en las direcciones de x y y, respectivamente, en el nudo k. De 
modo similar, las tarjetas para los datos de carga son simbolica- 
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TABLA 5-6. RESULTADO DEL PROGRAMA DE COMPUTACION PARA EL 
EJEMPLO DE LA VIGA CONTINUA 

ANALISIS DE VIGAS CONTINUAS 

DATOS DE LA ESTRUCTURA 
M N NR NRJ E 

335 3 10000.0 

DESIGNACION DE MIEMBROS, LONGITUDES Y MOMENTOS DE 1NERCIA 

MIEMBRO L IZ 

1 100.0 1000.0 

2 100.0 2000.0 

3 200.0 2000.0 


RESTRICCIONES DE NUDO 
NUDO RESTN. Y 


RESTN. Z 


1 1 1 

3 1 0 

4 1 1 


DATOS DE CARGA 

NLJ NLM 

2 3 

ACCIONES APLICADAS EN LOS NUDOS 

' NUDO ACCION EN Y ACCION EN Z 

2 - 10.0 1000.0 
3 -10.0 0 


ACCIONES EN LOS EXTREMOS DE MIEMBROS 
RESTRINGIDOS DEB IDAS A LAS CARGAS 


MIEMBRO 

AML1 

AML2 

AML3 

AML4 

1 

10.0 

250.0 

10.0 

-250.0 

2 

10.0 

250.0 

10.0 

-250.0 

3 

10.0 

333.333 

10.0 

-333.333 

DESPLAZAMIENTOS 

DE NUDO Y 

REACCIONES DE APOYO 

NUDO DESPL. Y 

DESPL. Z 

RE AC. Y 

RE AC. Z 

1 

0 

0 

33.06 

1281.75 

2 

-0.1316 

0.001210 

0 

0 

.3 

0 

0.000843 

39.47 

0 

4 

0 

0 

7.47 

-164.68 

ACCIONES 

DE EXTREMO DE LOS 

MIEMBROS 

MIEMBRO 

AMI 

AM2 

. AM3 

AM4 

1 

33.06 

1281.75 

-13.06 

1023.81 

2 

3.06 

-23.81 

16.94 

-670.64 

3 

12.53 

670.64 

7.47 

-164.68 




382 


383 


ANALISIS DE EST.RUCTURAS RETICULAKES 


PROGRAMAS DE CALCULO PARA ESTRUCTURAS . ! . 


mente las mismas que para el programa de una viga continua, pero 
las acciones aplicadas A consisten de las fuerzas en las direcciones 
de x y y, y las acciones AML consisten de fuerzas en las direccio- 
nes de x u y y M en los extremos de los miembros. 


TABLA 5-7. PREPARACION DE DATOS PARA EL PROGRAMA DE UNA 

ARMADURA PLANA 





Numero de 

Items en las tar- 



Datos 

tarjetas 

jetas de datos 

Oj 

(a) 

Parametros de la estructu- 

1 

M NJ NR NRJ E 

2 

a 


ra y modulo de elasticidad 



5 

in 

(b) 

Coordenadas de los nudos 

NJ 

J X[J] Y [J ] 

CO 

cti 

(c) 

Designaciones y propieda- 

M 

I JJ[IJ JKU] Axm 

CD 


des de miembro 



O 

(d) 

Lista de restricciones de 

NRJ 

K RL[2K - 1] RLC2K) 

a! 


nudo 



p 






(a) 

Numeros de nudos y 

1 

NLJ NLM 

cd 

bX) 

u 


miembros cargados 



rt 

u 

(b) 

Acciones aplicadas en los 

NLJ 

K A(2K - 1] A[2K] 

0) 

XI 


nudos 



o 

(c) 

Acciones en los extremos 

NLM 

I AML[I, 1] AML[I, 2] 

Q 


de miembros restringidos 
debidas a las cargas 


AML[I, 3] AML[I, 4] 


Los identificadores del tipo de numeros enteros en el programa 
de la armadura plana son los mismos que en el programa de la viga 
continua, con la adicion de las designaciones de nudo JJ y JK. Las 
variables suscritas, para las que el almacenamiento se debe reservar, 
son las siguientes: 

*[ ]» n L JJ[ l JK[ ], AX[ ], L[ ], CXI ], CY[ ], m ], CRL[ ], 

3 > AML l , l A ^[ ], AC[ 3 , SMDl , ], S[, ], D[ ], AR[. ] 


Explication del diagrama de flujo para el programa, de la armadura plana 

Item No. Observaciones 

En una manifestacion de control iterativa, se leen las NJ tarjetas 
que contienen los numeros de nudo y las coordenadas x y y de los 





nudos (vease la Tabla 5-7). I.a misma informacion tambien se 
imprime. 

c. (1) En una manifestacion de control iterativa, se lee una serie de M 
tarjetas, cada una de las cuales contiene las designaciones de 
miembro y el area de la seccion transversal para un miembro dado 
(vease la Tabla 5-7). 

(2) Se calcula la componente en x de la longitud del miembro (llamada 
en el programa XCL ) tomando la diferencia entre las coordenadas 
x de los nudos en los extremos del miembro. Similarmente, se calcula 
la componente en y (YCL) de la longitud como la diferencia entre 
las coordenadas y. 

(3) Se calcula la longitud real del miembro como la raiz cuadrada de 
la suma de los cuadrados de las componentes en x y y de la longitud. 

(4) Se calculan los cosenos directores en x y y del miembro, dividiendo 
las componentes en x y y de la longitud entre la longitud del miem- 
bro mismo. 

(5) Se imprime para cada miembro la informacion de entrada mas la 
longitud y los cosenos directors. 

2. a. (1) Una manifestacion de control iterativa en miembros, para M 
miembros. 

(2) Los dos posibles desplazamientos se indican para el nudo J (J1 y 
J 2) y para el nudo K (K1 y K2) del miembro I. 

(3) Se calcula la constante de rigidez para deformacion axial y se 
almacena a fin de evitar repeticion de esta expresion cuando se forme 
la matriz de rigidez de miembro. 

(4) A los dos posibles desplazamientos de los nudos en cada extremo 
del miembro se les vuelve a poner Indice por el mismo metodo 
usado en el programa de una wiga continua. 

(5) Se forma para el miembro I la matriz de rigidez de miembro SMD 
de 4 X 4 (vease la Tabla 4-15, Art. 4.10). 

Si NLM no es igual a cero, se; deben calcular las cargas equiva- 
lentes de nudo. 

En una manifestacion de control iterativa, para M miembros, se 
identifican y se cambian las contribuciones a AE de cada miem- 
bro (veanse las Ecs. 4-33). 

5. b. (1) Se calcula, para cada miembro, la misma informacion como en 
las Secs. 2a(2) y (3), previamente dadas. 

(2) Se imprime el numero de miembros y se calculan e imprimen, usan- 
do las Ecs. (4-34), las cuatro acciones de extremo de miembro. 


4. a. (1) 
( 2 ) 


1. b. 
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DIAGRAMA DE FLUJO PARA UN PROGRAMA DE ARMADURA PLANA 
1. Datos de entrada y de impresion de la estructuxa 

a. Parametros de la estructura y modulo elastico 


b. Coordenadas de nudo 
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c. Designaciones y propiedades de los miembros 




La paxte restante de esta seccidn es la misma que en la Sec. lc del programa de una vjga 
continua. 
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Las Secs.} 2b y 3a, b, c son iguales a las secciones correspondientes 
en el progxama de una viga continua, excepto que los encabezados 
ACC10N. Y y ACCION Z se ieambian a ACCION X y ACCION Y, respec- 
tivamente. 

4. Construccion de vectores asociados con cargas 

a. Cargas de nudo equivalentes 



1 (1,1,M) 


AE[2JJ[I]-1] ^ AE[2JJ[I]— 1] 

— AML[l ( l]xCX[l]+AML[l f 2]xCY[l] 
AE[2JJ[I]] AE[2JJ[I]] 

— AML[1, 1 ]xCY [i]— AML[I,2)xCX[l] 
AE[2JK[I)— 1] AE[2JK[l]— 1] 

— AML[l,3]xCX[l]+AML[l,4']xCY[l] 

AM[2JK[I]] AE[2jK[l]] 

— AML[l,3]xCY[l]— AML[l,4]xCX[l] 


Las Secs. 4b y 5a son las mismas que en el programa de una viga 
continua, excepto que los subencabezados DESPL. Y, DESPL. Z, REAC. 
Y y REAC. Z, se cambian a DESPL. X, DESPL. Y, REAC. X y REAC. Y, 
respectivamente. 
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Ejemplo: El siguiente ejemplo muestra el analisis de la estructura de 

armadura plana del Art. 4.12 (vdase la Fig. 4-23), usando el programa de com- 
putacion. Se supone que los siguientes valores numericos son los parametros 
del problema : 

E = 10 000 kips/plg 2 L = 100 pig P = 10 kips AX = 10 pig 2 

La Tabla 5-8 contiene los datos de entrada requeridos para el programa; la 
Tabla 5-9 muestra el programa de computacidn a su salida. 

5.6. Programs para un marco piano. Este artlculo contiene un 
programa para el an&lisis de marcos pianos rigidos utilizando los 
conceptos descritos en el Art. 4.17. Ya que este tipo de estructura 
tiene tres posibles desplazamientos en cada nudo, los pasos detallados 
en el ^rograma seran algo diferentes de los programas de vigas con- 
tinuas y armaduras planas. Sin embargo, toda la metodologia es la 
misma y el lector se dara cuenta que el unico cambio en ciertas ma- 
nifestaciones es que el numero 2, el cual representa el numero de 
desplazamientos posibles de un nudo, se reemplaza por el numero 3. 

La Tabla 5-10 resume los datos de entrada que se requieren para 
el programa de un marco piano. Esta tabla contiene informacion 


TABLA 5-8. TARJETAS DE DATOS PARA EL EJEMPLO DE LA ARMADURA 

PLANA 


jTipo de datos 

Datos numericos en tarjetas 

Tarjeta 

No. 

■ 


6 

4 4 

2 

10000.0 


Bi 

■ 


1 

0 

80.0 






2 

60.0 

80.0 



■1 



3 

0 

0 



11 

U 

3 


4 

60.0 

0 



5 

5 








C/3 

CD 

(c) 

1 

1 2 

6.0 



6 

OJ 

r— < 


2 

3 4 

6.0 



7 

CD 

T3 


3 

3 1 

8.0 



8 

C/3 

O 


4 

4 2 

8.0 



9 

Q 


5 

1 4 

10.0 



10 



6 

3 2 

10.0 



11 


(d) 

3 

1 1 




12 



4 

1 1 




13 


(a) 

1 

4 




14 

oJ 








bC 

U 

(b) 

2 

20.0 

10.0 



15 

o 








CD 








WD 

(c) 

1 

0 

-20.0 

0 

20.0 

16 

O 


2 

0 

10.0 

0 

10.0 

17 

Q 


3 

0 

10.0 

0 

10.0 

18 



4 

5.0 

5.0 

5.0 

5.0 

19 


muy similar a la de la Tabla 5-7 para armaduras planas. Sin em- 
bargo, se requiere una propiedad adicional de miembro IZ (momento 
de inercia de la seccion transversal) en cada una de las tarjetas 
que se relacionan con las designaciones de miembro y propiedades. 

Cada una de las tarjetas en la serie de restricciones de nudo 
contienen un numero de nudo K y tres numeros clave que indican 
las condiciones de restriccion en cada nudo. Los terminos RL[3K — 2], 
RL[3K - 1] y RL[3K] indican las restricciones contra translation en 
las direcciones de x y y y rotation en el sentido de z, respectivamente, 
en el nudo k. 
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TAB LA 5-9 ( Continuacion ) 


ACCIONES EN LOS EXTREMOS DE MIEMBROS 
RESTRINGIDOS DEBIDAS A IAS CARGAS 


MIEMBRO 

AML1 

AML2 

AML3 AML4 


1 

0 

-20.0 

0 20.0 


2 

0 

10.0 

0 10.0 


3 

0 

10.0 

0 10.0 


4 

5.0 

5.0 

5.0 5.0 


DESPLAZAMIENTOS DE NUDO Y REACCIONES DE APOYO 


DESPL. 

DESPL. 

RE AC. 

REAC. 

NUDO 

EN X 

EN Y 

EN X 

EN Y 

1 

0.1000 

0.04147 

0 

0 

2 

0.1061 

-0.04020 

0 

0 

3 

0 

0 

-28.90 

-56 .67 

4 

0 

0 

-21.10 

76.67 

ACCIONES DE EXTREMO DE 

LOS MIEMBROS 


MIEMBRO 

AMI 

AM2 

AM3 AM4 


1 

-6.10 

-20.00 

6.10 20.00 


2 

0 

10.00 

0 10.00 


3 

-41.47 

10.00 

41.47 10.00 


4 

45.20 

5.00 

-35.20 5.00 


5 

26.83 

0 III 

-26.83 0 


6 

-31.50 

0 

31.50 0 



numero I y seis acciones en los extremos del miembro restringido. 
Estas acciones consisten de fuerzas en las direcciones de x u y y u 
y un par en el sentido de z u (o zj) en los extremos j y k, respecti- 
vamente. 

Los identific adores del tipo de numero entero en el programa del 
marco piano son los mismos que los del programa de la armadura 
plana, con la adicion de los indices de desplazamiento J3 y K3. Ade- 
mas, las variables suscritas son tambien las mismas, excepto que 
IZ[ ] se anade a la lista. 


'V. 
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TABLA 5-10. PREPARACION DE DATOS PARA EL PROGRAMA DE MARCO DIAGRAMA DE FLUJO PARA UN PROGRAMA DE MARCO PLANO 

PLANO 


Datos 

Numero 

de 

tarjetas 

Items en las tarjetas de datos 

Cti 

U 

P 

o 

(a) 

Parametros de la estruc- 
tura y modulo de elasti- 
cidad 

1 

M NJ NR NRJ E 

p 

</) 

d) 

(b) 

Coordenadas de nudos 

NJ 

J X[J] Y[J] 

V 

nz 

(c) 

Designaciones y propie- 
dades de miembros 

M 

I JJ[I] JK[I] AX[I1 IZ[I] 

o 

Q 

(d) 

Lista de restricciones de 
nudo 

NRJ 

K RL[3K - 2] RL[3K - 1] RLI3K1 

rt 

bO 

(a) 

Numeros de nudos y 
miembros cargados 

1 

NLJ NLM 

ca 

o 

a) 

T3 

cn 

(b) 

Acciones aplicadas en los 
nudos 

NLJ 

K A[3K - 2] A[3K - 1] A[3K] 

2 

rt 

Q 

(c) 

Acciones en los extremos 
de miembros restringidos 
debidas a las cargas 

NLM 

I AML[I, 1] AML[I, 2) AMLtI, 3] 
AML[I, 4] AML[I, 5] AML[I, 6] 


Item No. Observacixmes 

2. a. ( 1 ) Manifestacion de control iterativa en miembros, para M miembros. 

(2) Los tres posibles desplazamientos se indican para el nudo J (J 1, 
J2 y J3) y el nudo K (Kl, K2 y K3) del miembro I. 

(3) Se calculan las- cuatro constantes de rigidez para el miembro I 
y se almacenan a fin de evitar la repeticion de estas expresiones 
cuando se forme la matriz de rigidez de miembro. 

(4) Usando como guia la lista de restricciones de nudo, a los tres po- 
sibles desplazamientos para los nudos en cada extremo del miembro 
se les vuelve a poner Indice, segun si los miembros se puedan 
mover o no. Las manifestaciones del programa requeridas para este 
proposito son similares a las del programa de una viga continua. 

(5) La matriz de rigidez de 6 X 6 SMD para el miembro I se genera 
(vease la Tabla 4-27, Art. 4.16). 

(6) Si el indice 3JJ[I] — 2 (el valor original de J 1) corresponde a un 
grado de libertad, la primera columna de SMD es cambiada a la 


1. Datos de entrada y de impresidn de la estructura 
a. ParSmetros de la estructura y mddulo el&stico 



b. Coordenadas de nudo 



(Las observaciones continuan en la Pdg. 404). 
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Matriz de rigidez de la estructura 


a. Generaci6n de la matriz de rigidez 


( 1 ) 


( 2 ) 


(3) 


(4) 


r 



I (1,1, M) 


J1 3Jj[l]-2; J2 3JJ[l]-l; J3 3JJ[l] 

K1 3JK[l]— 2; K2 3JK[l]-l; K3 3JK[l] 

SCM1 (ExAX[l])/Ltl]; SCM2 (4 .OxExIZ[I])/L[l] 
SCM3 (1.5xSCM2)/L[l]; SCM4 (2.0xSCM3)/L[l] 


J1 •— N+CRLlJl] 

-e 

RL[J1] = 0 

J1 J1-CRL[J1] 

1 







J2 -4- N+CRL[J2] 

— 

RL[J2] = 0 ^ 

J2 -e- J2— CRL[j2] 

1 





' 

r 

J3 N+CRL[J3] 

-< — 

RL[J3] = 0 

J3 -f- J3-CRLQ3] 





r 

K1 N+CRL[K1] 

< — 

rl[ki] = 0 

K1 Kl— CRL[K1] 

1 





' 


K2 N+CRL[K2] 

— 

RL[K2] = 0 

K2 K2-CRL[K2] 

1 






' 

K3 -4- N+CRL[K3] 

"*6 

RL[K3] = 0 ^>— 

K3 K3— CRL[K3] 



A 


i 

SMD[1,1] — SMD[4,4] -«f- SCMlxCX[I]*2+SCM4xCY[I]*2 
SMD[1,4] -e- SMD[4,1] -SMD[1,1] 

SMD[1,2] SMD[2,1] (SCMl-SCM4)xCX[l]xCY[I] 

SMD[4,5] -f- SMD[5,4] SMD[1,2] 

SMD [1,5] SMD[5,1] SMD[2,4] SMD[4,2] -SMD[1,2] 

SMD[1,3] -t- SMD[3,1] -f- SMD[1,6] -t- SMD[6,1] -SCM3xCY[l] 

SMD[3,4] SMD[4,3] SMD[4,6] SMD[6,4] -SMD[1,3] 

SMD[2,2] SMD[5,5] SCMlxCY[l]*2+SCM4xCX[I]*2 

SMD[2,5] -4- SMD[5,2] -SMD[2,2] 

SMD[2,3] <- SMD [3, 2] SMD[2,6] SMD[6,2] -a SCM3xCX[l) 

SMD[3,5] SMD[5,3] -t- SMD[5,6] SMD[6,5] -SMD[2,3] 

SMD[3,3] SMD[6,6] SCM2 

SMD[3,6] SMD[6,3) - 4 - SCM2/2.0 
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(6) 


(7) 


(8) 


t 


* 
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3b. Acciones aplicadas en los nudos, 

I 

NLJ £ 0 Encabezado: ACCIONES APLICADAS EN LOS NUDOS 

! ' Subencabezado: NUDO ACCION X ACCION Y ACCION Z 

*-< J -*-(l,l,NLJ)\ 


K,A[3K— 2],A[3K— 1],A[3K] 
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4. Construccion de vectores asociados con cargas 

a. Caxgas de nudo equivalentes 


NLM Jz 0 


r 


L 


I (1,1, M) 


AE[3JJ [i] — 2] — AE[3JJ [i]— 2] 
-AML[l, 1 ]xCX[l]+AML[l,2jxCY [I] 
AE[3JJ [i] — 1] -f- AE[3JJ[I]— 1] 

— AMLfl,lJxCY[l]— AML[l,2]xCX[ll 
AE[3Jj[l]] AE[3JJ[I]]-AML[I,3] 
AE[3JK[l] — 2] -f- AE[3jK[lj— 2] 

— AML[I,4]xCX[l]+AML[l,5lxCY[lj 
AE[3JK[l] — 1] AE[3JK[l]-l] 

-AML[I,4]xCY[l]-AML[l,5]xCX[l] 
AE[3jK[l]] AE[3jK[l]]-AML[l,6] 
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Las Secs. 4b y 5a son las mismas que las del programa de una viga 
continua, a excepcidn que la siguiente impresidn se hace en la Sec. 5a: 
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5b. Acciones de extreme de miembro 


r 


Encabezado: ACCIONES DE EXTREMO 
DE MIEMBRO 

Subencabezado: MIEMBRO AMI AM2 . . . AM6 


I -t- (1,1,M) 


( 1 ) 


J1 — 3JJ [i] — 2; J2 3 J J [I ]— I; J3 3JJ[l] 

K1 3JK[1 3 — 2; K2 3JK[l]-l; K3 3JK[I] 

SCM1 -f- (ExAX[l])/L[l]; SC M2 (4.0xExIZ[l])/L[l] 

SCM3 ■«- (1.5xSCM2)/L[l]; SCM4 •*- (2.0xSCM3)/L[l] 


( 2 ) 


Lj 


I,AML[I,l]+SCMlx((D(jl]— D[Kl])xCX[l]+(D[j2]— D[K2])xCY[l]), 
AML[I,2]+SCM4x(— (D[jl]— D[K1 ])xCY[I]+(D[J2]— D[K 2 ])xCX[l]) 

+SCM3x(D[J3]+D[K3]), 

AML[I,3]+SCM3x(— (D(jl]_ D[Kl])xCY[l]+(D(j2]— D[K2])xCX[l]) 

+SCM2x(D[j3]+D[K3]/2.0), 

AML[I,4J+SCMlx(— (D|J1]— D[Kl])xCX[l]-(D[j2]-D[K2])xCY[l]), 
AML[I,5]+SCM4x((D[jl]— D[Kl])xCY[l]— (D[J2]— D[K2])xCX[l]) 

— SCM3x(D[j3]+D[K3]) f 

AML[l,6]+SCM3x(-(D[jl]-D[Kl])xCY[l] + (D(j2]-D[K2])xCX[lJ) 

+SCM2x(D[J3]/2. 0+D [K3]) . 
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matriz de rigidez de nudo para la estructura (veanse las Ecs. 4-67). 
Sin embargo, si 3J7[I] — 2 corresponde a una restriccion, la pri- 
mera columna de SMD no se toma en cuenta. Los elementos de S, 
que incluyen el empalme de J 1 con J 2 y J 3 son acumulativos, 
debido a que, en general, reciben contribuciones de mas de un 
miembro. Por otro lado, los elementos de S, que incluyen el em- 
palme de J 1 con Kl, K2 y K3, son valores unicos. 

(7) Similar a (6), pero para 3/J[I] — 1, que es el valor original de 
J 2 (veanse las Ecs. 4-68). 

(8) Similar a (6), pero para 3/J[I], que es el valor original de J 3 (vean- 
se las Ecs. 4-69). 

(9) Similar a (6), pero para 3JK[1] — 2, que es el valor original de 
El (veanse las Ecs. 4-70). 

(10) Similar a (6), pero para 3JK[I] — 1, que es el valor original de K2 
(veanse las Ecs. 4-71). 

(11) Similar a (6), pero para 3 JK[I], que es el valor original de K3 (vean- 
se las Ecs. 4-72). 

4. a. Si NLM no es igual a cero, las contribuciones a AE de cada miem- 

bro se identifican y se cambian (veanse las Ecs. 4-75). 

5. b. (1) Para cada miembro, la misma informacion se calcula como en las 

Secs. 2a(2) y (3), previamente dadas. 

(2) Se imprime el numero de miembro y se calculan e imprimen, uti- 
lizando las Ecs. (4-77), las seis acciones de extremo de los 
miembros. 

Ejemplo: El marco piano, analizado en el Art. 4.18 (vease la Fig. 4-31), 

se da como ejemplo para usar el programa de computacion. Los valores 
numericos utilizados en el ejemplo son los siguientes: 

E = 10 000 kips/plg- L = 100 pig P = 10 kips AX = 10 plj* 2 

IZ = 1 000 pig* 

Los datos de entrada para el problema se indican en la Tabla 5-11; el pro- 
grama de computacion a su salida aparece en la Tabla 5-12. 

5.7. Programa para una parrilla. En este articulo se da un pro- 
grama paxa el analisis de estructuras de parrilla, usando los metodos 
descritos anteriormente en el Art. 4.20. El analisis de parrillas es 
simbolicamente similar al analisis de marcos pianos. Por lo tanto, 
la siguiente discusion subraya unicamente aquellas partes del pro- 
grama para parrilla que son diferentes del programa para marco 
piano. 

Los datos de entrada que se requieren para el programa de pa- 
rrilla son casi los mismos que los mostrados en la Tabla 5-10 para 
marcos pianos. Sin embargo, en la primera tarjeta de datos se re- 
quiere una propiedad adicional del material (el modulo de elasticidad 
al cortante G). Tambien, en las tarjetas que contienen las desig- 
naciones de miembro y propiedades, el area de la seccion transversal 
AX y el momento de inercia IZ, se deben reemplazar por la constante 
de torsion IX y por el momento de inercia IY, respectivamente. 
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TABLA 5-11. TARJETAS DE DATOS PARA EL EJEMPLO DEL MARCO PLANO 


Tipo de datos 


Datos numericos en las tarjetas 


Tarjeta 







No. 


(o) 

2 

3 6 

2 10000.0 


1 

a 







53 

(b) 

1 

100.0 

75.0 


2 

o 

3 


2 

0 

75.0 


3 

C/3 

CD 


3 

200.0 

0 


4 








<D 

(c) 

] 

2 1 

10.0 1000.0 


5 



2 

1 3 

10.0 1000.0 


6 

o 







cS 

Q 

(d) 

2 

1 1 

1 


7 



3 

1 1 

1 


8 

03 







w> 

03 

(a) 

1 

2 



9 

o 







CD 

XJ 

(b) 

1 

0 -10.0 

-1000.0 


10 

C/3 

O 

(c) 

1 

0 12.0 

200.0 0 12.0 

-200.0 

11 

OJ 





12 

Q 


2 

-6.0 8.0 

250.0 -6.0 8.0 

-250.0 


Las tarjetas de datos para la lista de restricciones de nudo son 
similares a las del programa del marco piano, excepto que la natu- 
raleza de las restricciones es diferente. Para el programa de la pa- 
rrilla, los terminos RL[3K — 2], RL[3K — 1] y RL[3K] indican las 
restricciones contra giros en los sentidos de x y y, asi como la trans- 
lacion en la direccion de z, respectivamente, en el nudo k. 

De manera similar, las tarjetas para los datos de carga son sim- 
bolicamente las mismas que las del programa del marco piano, pero 
el significado es diferente. Para una estructura de parrilla, las ac- 
ciones aplicadas en los nudos consisten en pares en los sentidos de 
x y y, asi como una fuerza en la direccion de z. Finalmente, las 
acciones AML en los extremos de los miembros restringidos debidas 
a las cargas son pares en los sentidos de x M y y M y una fuerza en la 
direccion de z Jf (o z) en los extremos j y k, respectivamente. 

Los identificadores del tipo del numero entero en el programa 
de una parrilla son exactamente los mismos que los del programa del 
marco piano. La lista de variables suscritas es casi la misma, pero 
AX[ ] e JZ[ ] se reemplazan por IX[ ] e IY[ ]. El diagrama de flu jo 
principia en la Pag. 407. 
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TABLA 5-12. PROGRAMA DE COMPUTACION A SU SALIDA PARA EL 
EJEMPLO DEL MARCO PLANO 

ANALISIS DE MARCOS PLANOS 
DATOS DE LA ESTRUCTURA 
M N NJ HR NRJ E 

2336 2 10000.0 

COORDENADAS DE NUDOS 
NUDO X Y 

1 100.0 75.0 

2 0 75.0 

3 200.0 0 

DESIGNACIONES DE MIEMBRO Y PROPIEDADES 


MIEMBRO 

JJ 

JK 

AX 

11 

L 

CX 

CY 

1 

2 

1 

10.0 

1000.0 

100.0 

1.0 

0 

2 

1 

3 

10.0 

1000.0 

125.0 

0.8 

-0.6 


RESTRICCIONES DE NUDO 

NUDO RESTRIC. EN X RESTRIC. EN Y RESTRIC. EN Z 

2 1 1 1 

3 1 l.l 

DATOS DE CARGA 
NLJ NLM 

1 2 

ACCIONES APLICADAS EN LOS NUDOS 

NUDO ACCION EN X ACCION EN Y ACCION EN Z 

1 o - 10.00 - 1000.00 


ACCIONES EN LOS EXTREMOS DE MIEMBROS RESTRINGIDOS DEBID AS 
A LAS CARGAS 


MIEMBRO 

AML1 

AML2 

AML3 

AML4 

AML5 

i AML6 


1 

0 

12.0 

200.0 

0 

12.0 

-200.0 


2 

-6.0 

8.0 

. 250.0 

-6.0 

8.0 

-250.0 


DESPLAZAMIENTOS DE NUDO Y REACCIONES DE APOYO 
DESP. DESP. DESP. REAC. REAC. 

REAC. 

NUDO 

EN X 

EN Y 

ENZ 

EN X 


EN Y 

ENZ 

1 

-0.02026 

-0.09936 

-0.001797 

0 


0 

0 

2 

0 

0 

0 

20.26 


13.14 

436.6 

3 

0 

0 

0 

' -20.26 


40.86 

-889.5 


ACCIONES DE EXTREMO DE LOS MIEMBROS 


MIEMBRO 

AMI 

AM2 

AM3 

AM4 

AM5 

AM6 

1 

2 

20.26 

28.72 

13.14 

-4.53 

436.6 

-677.1 

-20.26 

-40.73 

10.86 

20.53 

-322.9 

-889.5 



(4) 




1 
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( 1 ) 


5b. Acciones de extrexno de miembro 








410 


A-NALISIS DE ESXRUCTURAS RETICULARES 


Explication del diagrama de flujo para el programa de la parrilla 
Item No. Observaciones 

2. a. (1) Manifestacion de control iterativa en miembros, para M miembros. 

(2) Los tres posibles desplazamientos se indican para los nudos J y K 
del miembro I. 

(3) Se calculan las cuatro constantes de rigidez para el miembro I y se 
almacenan a fin de evitar la repeticion de esas expresiones cuando 
se forme la matriz de rigidez de miembro. 

(4) Los tres posibles desplazamientos para los nudos en cada extremo 
del miembro se vuelven a marcar con indice por el metodo usado 
en el programa del marco piano. 

(5) La matriz de rigidez de miembro de 6 X 6 SMD para el miembro 1 
es formada (vease la Tabla 4-38, Art. 4.19). 

5. b. (1) Se calcula para cada miembro la misma informacion como en las 
Secs. 2a(2) y (3) previamente dadas. 

(2) Se imprime el numero de miembro y se calculan e imprimen las 
seis acciones de extremo de los miembros, usando las Ecs. (4-78). 

Ejemplo 1 : La Fig. 5-2a muestra una estructiira de parrilla que tiene 

sus propiedades geometricas y cargas similares a las del problema del marco 
piano en el Art. 4.18 (vease la Fig. 4-31a). Supongase que las propiedades de 
la seccion transversal de ambos miembros de la parrilla son las mismas y que 
se aplican los siguientes valores numericos: 

E = 10 000 kips/plg- P = 10 kips IX = 1 000 pig* 

G — 4 000 kips/plg- L = 100 pig IY = 1 000 pig* 

Un sistema de numeracion para miembros y nudos se da en la Fig. 5-2b, 
la cual muestra a la estructura restringida. El sistema de numeracion es,el 
mismo del ejemplo anterior del marco piano. 



(b) 

Fig. 5-2. Ej. 1 (parrilla) 
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TABLA 5-13, TARJETAS DE DATOS PARA EL EJ. 1 DE UNA PARRILLA 



Los valores numericos que se deben proporcionar en las tarjetas de datos 
se muestran en la Tabla 5-13. (Observese la similitud de los datos en esta 
tabla con los datos en la Tabla 5-11 para el marco piano). El programa de 
computaci6n a su salida se da en la Tabla 5-14. 

Ejemplo 2: Un segundo problema, el cual consiste de una parrilla 

rectangular, se muestra en la Fig. 5-3a. Esta estructura tiene cinco miembros, 
seis nudos, doce restricciones y seis grados de: libertad. Se supone que las 
propiedades de la seccion transversal de todos los miembros son las mismas; 
las constantes numericas en el problema son las siguientes: 

E = 30 000 kips/plg- P = 16 kips IX = 2 000 pig* 

G — 12 000 kips/plg- L = 60 pig IY = 1 000 pig* 

La Fig. 5-3b muestra en la estructura restringida un sistema de numeracion 
para los miembros y los nudos. Como en los problem as anteriores, los nudos 
que estan libres de desplazarse se numeran prnnero. 

La Tabla 5-15 contiene los datos de entrada para este problema y la solu- 
cion se da en la Tabla 5-16, que muestra unieamente los resultados finales 
del programa de computacion. 

5.8. Programa para una arm a dura ©n ell espacio. El programa en 
este articulo lleva a cabo el analisis de armaduras en el espacio por 
los metodos dados en el Art. 4.23. Los pasos en este programa son 
similares a los programas del marco piano y de la parrilla (Arts. 
5.6 y 5.7), debido a que los tres tipos de estructuras tienen tres 
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posibles desplazamientos en cada nudo. El programa de la arma- 
dura en el espacio tambien posee una gran similitud con el programa 
de la armadura plana, pero la naturaleza tridimensional de las ar- 
maduras en el espacio producen algunas complicaciones adicionales. 

Los datos de entrada que se requieren para el programa de la 
armadura en el espacio son similares a los mostrados en la Tabla 

TABLA 5-14. PROGRAMA DE COMPUTACION A SU SALIDA PARA EL 
EJEMPLO 1 DE UNA PARRILLA 

ANALISIS DE PARRILLAS 

DATOS DE LA ESTRUCTURA 
M N NJ NR NRJ E G 

2336 2 10000.0 4000.0 

COORDENADAS DE NUDOS 
NUDO X Y 

1 100.0' 75.0 

2 0 75.0 

3 200.0 0 


DESIGNACIONES Y PROPIED ADE S DE MIEMBRO 


MIEMBRO 

JJ 

JK 

IX 

IY 

L 

CX 

CY 

1 

2 

1 

1000.0 

1000.0 

100.0 

1.0 

0 

2 

1 

3 

1000.0 

1000.0 

125.0 

0.8 

-0.6 


RESTRICCIONES DE NUDO 

NUDO RESTR. EN X RESTR. EN Y 

2 1 1 

3 1 1 

DATOS DE CARGA 
NLJ NLM 

1 2 

ACCIONES. APLICADAS EN LOS NUDOS 
NUDO ACCION EN X ACCION EN Y ACCION EN Z 
1 0 1000.0 - 10.0 

ACCIONES ENLOS EXTREMOS DE MIEMBROS RESTRINGIDOS- DEBIDAS 
A LAS CARGAS 


MIEMBRO 

AML1 

AML2 

AML3 

AHL4 

AML5 

AML6 

1 

0 

-200.0 

12.0 

0 

200.0 

12.0 

2 

0 

-312.5 

10.0 

0 

312.5 

10.0 


RESTR. EN Z 

1 

1 
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TABLA 5-14. ( Continuacion ) 

DESPLAZAMIENTOS DE NUDO Y REACCIONES DE APOYO 


NUDO DESPL.- 

-DESPL.- 

- DESPL. — 

REAC.— 

REAC. — 

REAC.- 


EN X 

EN Y 

EN Z 

EN X 

EN Y 

EN Z 


1 -0.007599 

0.005095 

-0.3551 

0 

0 

0 


2 0 

0 

0 

303.9 

-1311.5 

24.04 


3 0 

0 

0 

1193.1 

1103.5 

29.96 


ACCIONES DE EXTREMO DE LOS MIEMBROS 




MIEMBRO 

AMI 

AM2 

AM3 

AM4 

AM5 

AM6 

1 

303.9 

-1311.5 

24.04 

-303.9 

107.5 

-0.0397 

2 

-292.3 

896.4 

-9.96 

292.3 

1598.7 

29.96 


5-10 para marcos pianos, con algunas excepciones. Por ejemplo, 
cada una de las tarjetas que contienen las coordenadas de nudo deben 
proporcionar no tan solo las coordenadas x y y, sino tambien la 
coordenada z del nudo. Tambien, en las tarjetas que contienen las 
designaciones de miembro y propiedades, no se requiere el momento 
de inercia IZ. 
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Las tarjetas de datos para la lista de restrlcciones de nudo son 
similares a las del programa del marco piano, excepto que la natu- 
raleza de las restrlcciones es diferente. Para el programa de la ar- 
madura en el espacio, los terminos RL[3K - 2], RL[3K - 1] y RL[3K] 
Indican las restrlcciones contra las translaciones en las direcciones 
de x, yyz, respectivamente, en el nudo k. 

Similarmente, las tarjetas para los datos de carga son, de modo 
simbolico, las mismas que las del programa del marco piano, pero 
los significados son diferentes. Las acciones aplicadas en los nudos 
consisten en fuerzas en las direcciones de x, y y z, y las acciones de 
extremo AML consisten en fuerzas en las direcciones de x M , y u y 
Zjr en cada extremo de un miembro cargado. 

Los identificadores del tipo de numero entero en el programa 
de la armadura en el espacio son exactamente los mismos que los 
del programa del marco piano. Sin embargo, la lista de variables 
suscritas requiere la cancelation de IZ[ ] y la adicion de Z[ ] y CZ[ ]. 
Ademas, el identificador Q se usa en el programa para almacena- 
miento temporal de una expresion de ralz cuadrada [vease la Sec. 
4a(2)]. El diagrama de flu jo principia en la Pag. 416. 


TABLA 5-15. TARJETAS DE DATOS PARA EL EJ. 2. DE UNA PARRILLA 


Tipc 

j de datos 


Datos 

numericos en las tarjetas 

Tarjeta No. 


(a) 

5 

6 12 

■ 4 30,000.0 

12,000.0 

1 


(b) 

1 

180.0 

0 


2 



2 

180.0 

120.0 


3 

U 

3 


3 

0 

0 


4 

o 


4 

300.0 

0 


5 

B 


5 

60.0 

120.0 


6 

w 

CD 


6 

180.0 

240.0 


7 

cd 

(c) 

i 

3 1 

2000.0 1000.0 


8 

CD 


2 

1 4 

2000.0 1000.0 


9 

w 


3 

1 2 

2000.0 1 000.0 


10 

o 


4 

5 2 

2000.0 1 000.0 


11 

Q 


5 

2 6 

2000.0 1000.0 


12 


(d) 

3 

1 1 

1 


13 



4 

1 1 

1 


14 



5 

1 1 

1 


15 



6 

1 1 

1 


16 

C3 

to 

U 

(a) 

1 

2 



17 

O 

(b) 

1 

0 960.0 16.0 


18 

X3 

(c) 

1 

0 -1080 

.0 24.0 0 

1080.0 24.0 

19 

o 

a 


4 

0 -960 

.0 48.0 0 

960.0 48.0 

20 
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TABLA 5-16. RESULTADOS FINALES PARA EL EJ. 2 DE UNA PARRILLA 


DESPLAZAMIENTOS EE NUDO Y REACCIONES DE APOYO 


NUDO 

DESPL. 

DESPL. 

DESPL. 

RE AC. 

REAC. 

REAC. 


EN X 

EN Y 

EN Z 

J 

:c: 

NX 

EN Y 

ENZ 

1 

-0.000684 

-0.000288 

-0.07017 



0 

0 

0 

2 

0.000554 

0.000353 

-0.12092 



0 

0 

0 

3 

0 

0 

0 



91.13 

-1565.7 

29.93 

4 

0 

0 

0 


i 

36.70 

733.4 

11.02 

5 

0 

0 

0 

_ 

i 

10.81 

-2295.1 

68.78 

6 

0 

0 

0 

-1 

234.4- 

-70.56 

18.27 


ACCIONES DE EXTREMO DE LOS MIEMBROS 


MIEMBRO 

AMI 

AM2 

AM3 

AM4 

AM 5 

AM6 


1 

91.13 

-1565.7 

29.93 

-91.13 

498.5 

18.07 

— 

2 

-136.70 

589.6 

-11.02 

136.70 

733.4 

11.02 


3 

-128.07 

-227.8 

8.95 

128.07 

-846.6 

-8.95 


4 

-110.81 

-2295.1 

68.78 

110.81 

-198.6 

27.22 


5 

70.56 

957.4 

-18.27 

-70.57 

1234.4 

18.27 



1 
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ANALISIS DE ESTRUCTUKAS RETICULARES 

DIAGRAMA DE FLUJO PARA UN PROGRAMA 
DE ARMADURA EN EL ESPACIO 


Datos de entrada y de impresion de la estructura 


a. Parametros de la estructura y modulo elastico 


Titulo : ANALISIS DE ARMADURAS EN EL 
ESPACIO 

Encabezado: DATOS DE LA ESTRUCTURA 

Subencabezado: M N NJ NR NRJ E 


Las Secs, la y lb de este programa son similaxes a las del programa de marco 
piano, excepto que tambien se necesitan coordenadas en Z para los nudos. 


c. Designaciones y propiedades de los miembros 



La Sec. Id es la misma que en el programa de marco piano. 


FROGRAMAS DE CALCULO PARA ESTRUCTURAS . . . 


7 


El resto de esta seccion es el mismo que en el programa de marco 
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5b. Acciones de extxemo de miembro 


(1) 



Explication del diagrama de flujo para el programa de armadura en el espacio 


Item. No. Observaciones 

2. a. (1) Manifestacion de control iterativa en miembros, para M miembros. 

(2) Se indican los tres posibles desplazaxnientos para los nudos J y K 
del miembro I. 

(3) Se calcula la constante de rigidez para la deformacion axial del 
miembro. 

(4) A los tres posibles desplazaxnientos para los nudos en cada extremo 
del miembro se les vuelve a poner Indice por el mismo metodo 


usado para el programa del marco piano. 

(5) La matriz de rigidez de miembro de 6 X 6 SMD para el miembro 
1 es formada (vease la Tabla 4-40, Art. 4.21). 


FROGRAMAS DE CALCULO PARA ESTRUCTURAS . . . 
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4. a. (1) Si NLM no es igual a cero, se deben calcular y cambiar las contri- 

buciones de AML a AE para cada miembro. 

(2) Se calcula la cantidad Q = yC 2 A - + C~ z y se almacena a fin de 
evitar repeticiones en calculos posteriores. 

(3) Si Q es cero o muy pequeno, el miembro se toma como vertical y 
las contribuciones a AE de AML se sacan de la Tabla 4-42 en el 
Art. 4.23. 

(4) Por otra parte, si Q rio es pequeno, el miembro se toma como 
inclinado y las contribuciones a AE de AML se sacan de la Tabla 
4-41 en el Art. 4.23. 

5. b. (1) Se calcula para cada miembro la misma informacion como en las 

Secs. 2a(2) y (3) previamente dadas. 

(2) Se imprime el numero de miembro y se calculan e imprimen las 
seis acciones de extremo de los miembros usando las Ecs. (4-87). 

Ejemplo 1 : La estructura de armadura en el espacio mostrada en la 

Fig. 5-4a tiene seis miembros, cuatro nudos, nueve restTicciones y tres grados 
de libertad. En la figura las flechas cruzadas por una pequena linea indican 
que existe en ese punto una restriccion de apoyo y se evita el movimiento 
en la direccion de la flecha. Por otro lado, las cargas se representan por 
flechas sencillas. Supongase que todos los miembros tienen la misma area 
de seccion transversal y que los valores numericos en el problem a son como 
sigue : 

E = 10 000 kips/plg 2 L = 25 pig P — 10 kips AX = 10 pig 2 

La Fig. 5-4b muestra a la estructura restringida con un sistema de nume- 
racion para miembros..y nudos. Debido a los lugares de las restricciones, en el 
analisis se requiere un nuevo arreglo de los terminos en las matrices. 

La Tabla 5-17 muestra las tarjetas de datos de entrada para el problema; 
la Tabla 5-18 muestra el programa de computacion a su salida. 

Ejemplo 2: La Fig. 5-5a muestra un segundo ejemplo que tiene siete 

miembros, cinco nudos, nueve restricciones y seis grados de libertad. Se supone 



z (a) z (b) 


Fig. 5-4. Ej. 1 (armadura en el espacio) 
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que las areas de las secciones transversales de todos los miembros son las 
mismas y que se aplican los siguientes valpres numericos: 

E = 30 000 kips/plg 2 L — 120 pig P = 20 kips AX = 10 pig 2 

La Fig. 5-5b muestra la estructura restringida y un sistema de numeracion 
que se requiere para el nuevo arreglo de matrices en el analisis. 

Los datos de entrada que se requieren para el problema se indican en la 
Tabla 5-19; los resultados finales del programa de computacion se dan en 
la Tabla 5-20. 

5.9. Programa para un marco en el espacio. Este articulo contie- 
ne un programa para el analisis de marcos en el espacio por los 
metodos dados en el Art. 4.25. Los pasos en este programa son consi- 
derablemente diferentes de aquellos de los programas anteriores por 
dos razones principales. Primero, el analisis se complica por el hecho 
de que cada nudo tiene seis posibles desplazamientos en vez de tres; 
segundo, el programa incorpora el uso de matrices de rotacion. No 
fue necesario el uso de matrices de rotacion en los programas ante- 

TABLA 5-17. TARJETAS DE DATOS PARA EL EJ. 1 DE UNA ARMADURA 

EN EL ESPACIO 



i 


TABLA 5-18. PROGRAMA DE COMPUTACION A SU SALIDA PARA EL 
EJ. 1 DE UNA ARMADURA EN EL ESPACIO 

ANALISIS DE ARMADURAS EN EL ESPACIO 


DATOS DE LA ESTRUCTURA 
M N NJ NR NRJ E 

6349 4 10000.0 

COORDENADAS DE LOS NUDOS 
NUDO X Y Z 

1 0 0 0 

2 75.0 0 0 

3 0 100.0 0 

4 0 0 100.0 


DESIGNACIONES DE MIEMBRO Y PROPIEDADES 


MIEMBRO 

1 

2 

3 

4 

5 

6 


JJ 

JK 

AX 

L 

CX 

CY 

CL 

1 

2 

10.0 

75.0 

1.000 

0 

0 

1 

3 

10.0 

100.0 

0 

1.000 

0 

1 

4 

10.0 

100.0 

0 

0 

1.000 

2 

3 

10.0 

125.0 

-0.600 

0.800 

0 

2 

4 

10.0 

125.0 

-0.600 

0 

0.800 

3 

4 

10.0 

141.4 

0 

-0.707 

0.707 


RESTRICCIONES DE NUDO 


NUDO RESTR. EN X RESTR. EN Y RESTR. EN Z 

11 11 
2 0 11 

3 1 ' 1 1 

4 0 0 fH 


DATOS DE CARGA 

NLJ NLM I)! 

1 2 

ACCIONES APLICADAS EN LOS NUDOS 

NUDO ACCION EN X ACCION EN Y ACCION EN Z 
4 30.0 40.0 |! 0 


ACCIONES EN LOS EXTREMOS DE MIEMBROS RESTRINGIDOS DEBID AS 
A LAS CARGAS 


MIEMBRO AML1 

AML2 

AML3 AML4 AML5 AML6 


- 

2 

-20.0 

20.0 

-10.0 -20.0 

20.0 -10.0 



5 

5.0 

10.0 

5.0 5.0 

10.0 5.0 



DESPLAZAMIENTOS DE NUDO Y REACCIONES DE APOYO 




DESPL. 

DESPL. 

DESPL. REAC. 

REAC. 

REAC. 

-- 

NUDO 

EN X 

EN Y 

EN Z EN X 

EN Y 

ENZ 


1 

0 

0 

0 -56.18 

-20.00 

-10.00 


2 

0.02714 

0 

o $; 0 

-0.42 

50.33 


3 

0 

0 

0 -27.82 

-39.58 

20.00 


4 

0.1556 

0.08485 

0 0 

0 

-78.33 

-- 
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TABLA 5-18. Continuation) 


ACCIONES DE EXTREMO DE LOS MIEMBROS 


MIEMBRO 

AMI 

AM2 

AM3 

AM4 

AM5 

AM6 

1 

-36.18 

0 

0 

36.18 

0 

0 

2 

-20.00 

20.00 

-10.00 

-20.00 

20.00 

-10.00 

3 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

4 

-13.03 

0 

0 

13.03 

0 

0 

5 

66.67 

10.00 

5. 00 

-56.67 

10,00 

5.00 

6 

42.43 

0 

0 

-42.43 

0 

0 


riores, pero la naturaleza compleja de marcos en el espacio hace que 
su uso sea casi esencial. 

Se requieren varios identificadores adicionales en el programa de 
un marco en el espacio que no fueron necesarios anteriormente. Es- 
tos identificadores se enumeran en la Tabla 5-21. 



TABLA 5-19. TARJETAS DE DATOS PARA EL EJ. 2 DE UNA ARMADURA 

EN EL ESPACIO 


TTpo 
de datos 


Datos numericos en 

las tarjetas 


iarjetP 

No. 


(a) 

7 

5 

9 

3 30000.0 



1 


(b) 

1 

120.0 


0 0 



2 



2 

0 


240.0 240.0 



3 



3 

240.0 


240.0 240.0 



4 

a i 


4 

240.0 


240.0 0 



5 

M 

P 


5 

0 


240.0 0 



6 

o 









3 









to 

(c) 

1 

1 

2 

10.0 



7 

0) 


2 

1 

3 

10.0 



8 

a 











3 

2 

3 

10.0 



9 

Q) 

HD 


4 

2 

5 

10.0 



10 

to 

O 


5 

3 

4 

10.0 



11 

a 

p 


6 

2 

4 

10.0 



12 


7 

3 

5 

10.0 



13 


W) 

1 

1 

1 

1 



14 



4 

1 

1 

1 



IS 



5 

1 

1 

1 



16 

aJ 

W) 

w 

P 

o 

(a) 

2 

2 





17 

(b) 

2 

0" 

- 

20.0 0 



18 

<D 

TJ 


3 

0 


0 -20.0 



19 

to 









o 









"5 

(c) 

4 

-10.0 


0 -10.0 

-10.0 0 

-10.0 

20 

Q 


5 

0 


10.0 0 

0 10.0 

0 

21 


TABLA 5-20. RESULTADOS FINALES PARA EL EJ. 2 DE UNA ARMADURA 

EN EL ESPACIO 


DESPLAZAMIENTOS DE NUDO Y REACCIONES DE APOYO 



DESPL. 

DESPL. 

DESPL. REAC. 

REAC. 

REAC. 

NUDO 

EN X 

EN Y 

EN Z 

EN X 

EN Y 

EN Z 

1 

0 


0 

0 

-5.00 

30.00 

30.00 

2 

0.01477 

-0.05638 

0.009769 0 

0 

0 

3 

0.01654 

-0.02504 

-0.01023 0 

0 

0 

4 

0 


0 

0 

-2.21 

10.00 

15.00 

5 

0 


0 

0 

-12.79 

0 

-5.00 

ACCIONES 

DE EXTREMO 

DE LOS 

MIEMBROS 



MIEMBRO 

AMI 

AM2 

AM3 AM4 AM 5 

AM6 


1 


30.00 

0 

0 

■30.00 0 

0 


2 


15.00 

0 

0 

• 15.00 0 

0 


3 


-2.21 

0 

0 

2.21 0 

0 


4 


-22.21 

0 

-10.0 

2.21 0 

-10.0 


5 


12.79 

10.0 

0 

•12.79 10.0 

0 


6 


3.13 

0 

0 

-3.13 0 

0 


7 


-3.94 

0 

0 

3.94 0 

0 





Datos de carga Datos de la estructura 
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TABLA 5-21. IDENTIFICADORES ADICIONALES USADOS EN EL PRO- 
GRAMA DE UN MARCO EN EL ESPACIO 

Identificador Definition 

Indentificador usado para indicar si el angulo a es o no cero 
Coordenadas x, y y z del punto p 
Coordenadas x s , y s y z s , del punto p 
Coordenadas y y y del punto p 

Identificadores usados para almacenamiento temporal de las 
expresiones de ralz cuadrada 
Seno y coseno del angulo a 
Matriz de rotacion 

Identificador usado para almacenamiento temporal del pro- 
ducto 

Los datos de entrada que se requieren para el programa del mar- 
co en el espacio se resumen en la Tabla 5-22, la que es muy similar 

TABLA 5-22. PREPARACION DE DATOS PARA EL PROGRAMA DEL MAR- 
CO EN EL ESPACIO 


AA 

XP, YP, ZP 
XPS, YPS, Z PS 
YPG, ZPG 
Q, SQ 

SIN A, COSA 

R[,) 

SMR{ , ] 
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a la Tabla 5-10 para marcos pianos. Sin embargo, la primera tarjeta 
de datos incluye el modulo de cortante G, asi como el modulo E, 
y cada una de las tarjetas que contienen coordenadas de nudo deben 
proporcionar tanto la coordenada z como las coordenadas x y y de un 
nudo. 

Las tarjetas que se refieren a las designaciones de miembro, 
propiedades y orientaciones, deben incluir las propiedades de sec- 
cion transversal AX, IX, 1Y e IZ. Ademas, se debe proporcionar un 
identificador AA a fin de indicar si el angulo de rotacion a es o no 
cero (vease el Art. 4.24 para el significado del angulo «). Si el 
angulo a es cero para un miembro dado, se asigna el valor de cero a 
AA. Por otro lado, si el angulo a no es cero, se asigna el numero 1. 
Esta regia es una convention arbitraria que sirve para indicar que 
el miembro tiene sus ejes principales en direcciones inclinadas. Bajo 
estas condiciones, los ejes principales se localizan por medio de las 
coordenadas de un punto p en el piano x M -y M (veanse las Figs. 4-45 
y 4-46), pero no sobre el eje del miembro. Por lo tanto, cada tarjeta 
de datos para la que AA es igual a 1, debe ser seguida por una tarje- 
ta adicional de datos en la que se den el indice del miembro I y las 
tres coordenadas XP, YP y ZP. Estas coordenadas se usan para ob- 
tener la matriz de rotacion como se describio en el Art. 4.24. 

Un metodo alterno de programacion, seria prever la contingencia 
de que el angulo a es conocido, en cuyo caso no seria necesario dar 
las coordenadas de un punto p. El valor original de a podria ser 
asignado al identificador AA, despues de lo cual la matriz de rotacion 
se puede calcular directamente de la Ec. (4-90) o de la Ec. (4-96). 

Cada una de las tarjetas en la serie de restricciones de nudo 
contiene un numero de nudo K y seis numeros en clave que indican 
las condiciones de restriction en ese nudo. Los terminos RL[6K - 5] 
hasta RL[6K] indican las restricciones contra translation y rotacion 
en las direcciones de x, y y z en el nudo k. 

Cada tarjeta de cargas de nudo contiene un numero de nudo 
K y las seis acciones aplicadas en ese nudo. Estas acciones son las 
componentes del vector fuerza y del vector momenta aplicados en 
las direcciones de x, y y z. 

En la ultima serie, se deben proporcionar dos tarjetas para 
cada miembro al que se le aplican las ca.rgas debido a que la infor- 
mation puede no caber en una tarjeta. La primera tarjeta contiene 
un numero de miembro I y las seis acciones en el extremo j del 
miembro restringido. La segunda tarjeta proporciona las seis accio- 
nes en el extremo k del miembro. Las acciones en cada extremo son 
fuerzas y pares en las direcciones de x M , y M y z M . 
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DIAGRAMA DE FLUJO PARA UN PROGRAMA DE MARCO EN EL ESPACIO 
1. Datos de entrada y de impresion de la estructura 

a. Parametros de la estructura y mddulos elasticos 
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j 

! 

i 


c. Designaciones, propiedades y orientaciones de los miembros 










PROGRAMAS DE CALCULO PARA ESTRUCTURAS . 


¥ 


( 8 ) 


R[I,1] -e CX; R[I,2] -f- CY; R[l,3] CZ 
Rtl.4] -e — CXxCY/Q; R[I,5] Q 

R[I,6] -f- — CYxCZ/Q; R[l,7] -CZ/Q 

R[I,9] CX/Q 


(9) 


AA = 1 


YPG R[l,4]xXiPS+R[l,5]xYPS+R[I,6]xZPS 
ZPG -e R[l,7]xXPS+R[l,8]xYPS+R[I,9]xZPS 
SQ SQRT(YPG *2+ZPG*2) 

COSA YPG/SQ; SINA ZPG/SQ 
R[I.4] (— CXxGYxCOSA— CZxSINA)/Q 

R[I,5] -e QxCOSA 

R[I.6] -f- (— CYxCZxCOSA+CXxSINA)/Q 
R[I,7] (CXxCYxSINA — CZxCOSA)/Q 
R[I,8] — QxSINA 

R[I,9] (CYxCZxSINA+CXxCOSA)/Q 
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Lista de restricciones de nudo: lista de restricciones acumulativas 
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2. Matriz de rigidez de la estructura 
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a. Generacidn de la matriz de rigidez 


Encabezado: RESTRICCIONES DE NUDO 

Subencabezado: NUDO TRANS. X . . . ROT. Z 


(1,1,NRJ)^)> 


K,RL[6K— 5],RL[6K— 4],RL[6K— 3], 
RL[6K— 2],RL[6K— 1],RL[6K] 


L 


K,RL[6K— 5],RL[6K— 4],RL[6K— 3], 
RL[6K— 2],RL[6K— 1],RL[6K] 



( 1 ) 


( 2 ) 


(3) 


(4) 



(Total de 12 manifestaciones condicionales 
de control para J1 a K6) 
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i 

SMtl.l] -e- SM [7,7 ] -eSCMIA; SM[1,7] SM[7,l] -SCM1A 

SM[2,2] SM[8.8] SCM4Z; SM[2,8] SM[8,2] «e- -SCM4Z 

SM[2,6] SM[6,2] -e SM[2,12] SM[12,2] SCM3Z 

SM[6,8] •<- SM[8,6] SM[8,12] SM[12,8] «*- -SCM3Z 

SM[3,3] SM[9,9] SCM4Y; SM[3,9] SM[9,3] -SCM4Y 

SM[3,5] SM[5,3] SM[3,11] SM[ll,3] -SCM3Y 

SM[4,4] SM[10,10] SCM1B; SM[4,10] -e SM[10,4] -SCM1B 

SM[5,5] SM[11,11] -t- SCM2Y; SM[5,11] -e SM[ll,5] SCM2Y/2.0 

SM[5,9] -+■ SM[9,5] -<t- SM[9,11] SM[11,9] SCM3Y 

SM[6,6] SM[12,12] -e SCM2Z; SM[6,12] -«*- SM[12,6] -e- SCM2Z/2. 0 


f 


i 
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( 6 ) 


(7) 


j 


I 


I 



K (1,1,4) 


J (1,1,12) 


SMR[j,3K-2] SM[J,3K— 2]xR[l,l] 

+SMQ,3K-l]xR[l,4)+SM[j,3K]xR[I,7] 
SMR[j,3K— 1] -f- SM|j,3K-2]xR[I,2] 
+SM[J,3K-1 ]xR[I,5]+SM[J,3K]xR[I, 8] 
SMR[J,3K] -f- SM[J,3K— 2]xR[I,3] 

+SM[j,3K-l]xR[:!,6]+SM[j,3K]xR[l,9] 


1 


J -<-(1,1,4) 


K (1,1,12) 


SMD[3J— 2,K] R[I,l |xSMR[3J— 2,K] 

+R[l,4]xSMR[3J— l,K]+R[l,7] x SMRf3J,K] 
SMD[3J— 1,K] R[l,2jxSMR[3J-2,K] 
+R[I,5]xSMR[3J— l,K]+R[l,8]xSMR[3J,K] 
SMD[3J,K] -e R[l,3]xSMR[3J-2,Kj 


+R[l,6]xSMR[3J— l,K]+R[l,9]xSMR[3J,K] 
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l 


Las Secs. 2b y 3a son las mismas gue en el programa de una viga continua 
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3b. Acciones aplicadas en los nudos 
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4. Construccion de vectores asociados con cargas 


a. Cargas de nudo equivalentes 


I (1,1, M) 


AE[6JJ[I1~5] AE[6Jj[l]-5]-R[I,l]xAML[I,l] 
-R[I,4]xAML[l,2]-R[I,7]xAML[I,3] 
AE[6JJ[I]-4] AE[6JJ[l]— 4]— R[l,2]xAML[1, 1] 
-R[l,5]xAML[r,2]-R[I,8]xAML[l,3] 

AE[6J J [i] — 3] -6- AE[6JJ[I]-3]-R[I,3 ]xAML[I, 1] 
— R[l,6]xAML[l,2]— R[l,9]xAML[I,3] 
AE[6JJ[I]— 2] -r- AE[6Jj[l]-2]-R[I,l]xAML[l,4] 
-R[l,4]xAML[I,5]-R[l,7]xAML[l f 6] 

AE[6J J [I] — 1] AE[6Jj[l]-l]-R[I,2]xAMLtl,4] 

— R[l,5]xAML[l,5]— R[l,8]xAML[I,6] 

AE[6JJ [1]] AE[6JJ[I]]-R[I,3]xAML[I,4] 

-R[I,6]xAML[I,5]-R[l,9]xAML[I,6] 
AE[6JK[l]— 5] AE[6JK[l]-5]-R[l,l]xAML[I,7] 

— R[I,4]xAML[I,8]— R[I,7]xAML[l,9] 

AE[6J K[l] — 4] ^ AE[6JK(l]— 4]— R[l,2]xAML[I,7] 
-R[I,S]xAML[I,8]-R[I,8]xAML[I,9] 

AE[6jK[l]— 3] AE[6jK[l]-3]-R[I,3]xAML(l,7] 

-R[I.6]xAML[I,8]-R[I,9]xAML[1,9] 

AE[6JK[l]— 2] AE[6JK[l]-2]-R[I,l]xAML[l,10] 

-R[I.4]xAML[I,11]-R[i,7] x AML[I, 12] 
AE[6JK[l]— l] -e AE[6JK[l]-l]-R[l,2]xAML(l,10] 
-R[I,5 ]xAML[I,11]-R[i,8]xAML[I, 12] 
AE[6JK[l]] AE[6JK[l]] — R[l,3]xAML[l ,10] 

-R[I,6]xAML[1,11]-R[i,9]xAML[I,12] 
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(3) I 

I 


I 

I 

(4) | 

L. 
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Los identificadores del tipo de numero entero en el programa de 
marco en el espacio son los mismos que los del programa del marco 
piano, con la adicion de los Indices J 4, J5, J 6, K4, K5 y K6 y el iden- 
tificador AA. La lista de variables suscritas requiere la cancelation 
de CX[ ] y CY[ ] y la adicion deZ[ ], IX[ ], 1Y[ ], SM[ , ], SMR[ , } y R [ , ]• 

Explication del diagrama de flujo para el programa de marco en el espacio 
Item No. Observaciones 

1. c. (1) Ademas de los indices y propiedades de los miembros, se lee el iden- 

tificador AA. Este identificador indica si el angulo a es cero 
(AA = 0) o si no es cero (AA = 1). 

(2) Se calculan, para cada miembro, las componentes de la longitud, 
longitud real y cosenos directores. 

(3) Se calcula el valor de Q y se almacena a fin de evitar repeticiones 
en los calculos posteriores. 

(4) Si el angulo a no es cero, se lee una segunda tarjeta de datos para 
el miembro I. Esta tarjeta contiene las coordenadas x, y y z para el 
punto p que descansa en el piano principal del miembro x M -y M , 
pero no sobre el eje del miembro. 

(5) Se calculan para el punto p, las coordenadas x s , y s y z s . 

(6) Si Q es cero o muy pequeno, el miembro se toma como vertical y los 
elementos diferentes de cero de la matriz de rotacion R se calculan 
para el caso de un miembro vertical que tenga a = 0 (vease la Ec. 
4-86). La matriz de rotation R de 3 X 3 se almacena como un vector 
R[I,1], ..., R[I,9], que es el Iesimo renglon de una matriz rec- 
tangular. 

(7) Si el angulo a es diferente de cero, se revisa R para ver si corres- 

ponde al caso de un miembro vertical con (vease la Ec. 4-96). 

El identificador SQ se usa como almacenamiento temporal para el 
termino de raiz cuadrada. 

(8) Por otro lado, si Q no es pequena (por lo tanto, el miembro no es 
vertical), se forma la matriz R sobre la base de a = 0 para un 
miembro inclinado (vease la Ec. 4-85). 

(9) Si a es diferente de cero, se revisa R para ver si corresponde al 
caso de un miembro de completa orientacion general en el espacio 
(vease la Ec. 4-90). Esta operacion incluye el calculo de las coor- 
denadas y y y Zy del punto p. 

2. a. (1) Manifestacion de control iterativa en miembros, para M miembros. 

(2) Se indican los seis posibles desplazamientos para los nudos J (de 
J1 al J6) y K (de K1 al K6) del miembro I. 

(3) Se calculan ocho constantes de rigidez para las deformaciones axial, 
torsional y por flexion del miembro. 

(4) Usando como gula la lista de restricciones de nudo, a los seis 
posibles desplazamientos, para los nudos en cada extremo del 
miembro, se les vuelve a poner indice segun si los miembros se 

l puedan mover o no. 

| (5) Se forma, para los ejes principales del miembro, la matriz de ri- 

gidez de miembro SM, de 12 X 12, para el miembro I (vease la 

I Tabla 4-1, Art. 4.3). 
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(6) Se calcula una matriz SMR como un paso intermedio en la trans- 
ormacion de la matnz SM a la matriz SMD, usando la Ec. (4-92) 

m at a riz rn SMnn nt r media ^ CalCUla multi P licando Posteriormente la 
matnz SM por la matnz de rotacion transformada RT como sigue: 

*' Smr = SmRt 

En el pro grama, la matriz RT po esta formada realmente, pero se 
sa la matnz de rotacion R (que se convierte en RT). 

(7) En seguida se calcula la matriz SMD multiplicando antes la matriz 
SMR por el transpuesto de RT-. 

Smd = RtSmr 

< ' 8 ’ > erado d^rh ^ Va ^ 0T ori S inal de J 1) corresponde a un 

grado de hbertad, la pnmera columna de SMD se cambia a la 

matnz de ngidez de nudo para la estructura (veanse las Ecs 4-100) 
Por otro lado si 6JJU]~5 corresponde a una restriccion, la primera 
columna de SMD no se toma en cuenta. Los elementos de Taue 

bid!^ n d empalme de 71 con 72 hasta J6> son acumulativos de- 
bido a que en general, reciben contribuciones de mas de un miem- 

Yl con K^ZT* KB element ° S de S > que inclu y en el empalme de 
L r ° f K1 h 1 KG ’ SOn vaIores unices. Este proceso de cambio 
se reprte para las 12 columnas de SMD 

, " a ' U) Lu“ cTde Ifda a ca C dTm1Lto en " ? ^ ““ 

(2) [R7,] a y U i“eaor * AE de la matriz 

5 “ U> L e cs Ca ' 2 C at 2 r, r M C l da ”‘ en,br ° la , mlSma lnf ”™ci6n como en las 
bees. 2a( 2) y (3) previamente dadas. 

(2) La matriz SM se forma exactamente como antes en la Sec. 2a(5). 

(3) La matriz SMR se calcula como en la Sec. 2a(6). 

(4) Se imprime el numero de miembro y se calculan e imprimen las 
doce acciones de extreme de los miembros usando la Ec. (4-103) 

— st 1 rsL - 4 y - D) - Las ca ? as de 

fuerza P ptt i a a- - 2F en Ia dl reccion positiva de x en el punto £• una 

negative de z en ^ f““ ° yU " P “ PL en d s “ u d° 

positiva de z aplicada a la mitad de la tongk^ 611 ** dlreccion 

El piano x-y es un piano principal para los miembros AB y BC • el miembro 

“n e “ izr r in f pal para c ei ° ai eie »■ p ° r 10 tant °' “*» i- m“: 

mismas nroDiedals * Cer °' SUP ™ e qUe todos Ios miembros tienen las 

y bs — 

E = 30 000 kips/plg- 1 P = 1 kip AX = 11 pi B s 

G ~ I 2 000 kips/plg^ L = 120 pig IX = 83 pig* 

IY = IZ = 56 pig 4 



Fig. 5-6. Ej. 1 (marco en el espacio) 


La Fig. 5-6b muestra a la estructura restringida con un sistema de nume- 
racion para miembros y nudos. El sistema de numeracion para los desplaza- 
mientos se deriva, por supuesto, del sistema de numeracion para los nudos. 

Las tarjetas de datos de entrada requeridas para el programa de compu- 
tacion se dan en la Tabla 5-23. Notese que el identificador AA es cero en 
cada tarjeta que contiene informacion de miembro. La Tabla 5-24 muestra el 
programa de computacion a su salida. . |ff 

Ejemplo 2: La Fig. 5-7a muestra un marco en el espacio que tiene tres 
miembros, cuatro nudos, seis grados de libertad (en el nudo A) y dieciocho 
restncciones (seis en cada uno de los puntos B, C y D). El marco se carga 
en el punto A con una fuerza P en la direccion negativa de z y con un par 
PL/4 en el sentido negativo de x. Ademas, una fuerza en magnitud P que 
actua en la direccion negativa de z se aplica a la mitad del miembro AB y 
una fuerza P que actua en la direccion negativa de y se aplica en el punto 
medio del miembro AD. Todos los miembros en el marco tienen un piano 
principal x M -y i( que contiene el punto p indicado en la Fig. 5-7a. El punto p 
se localiza en el piano contenido en los nudos B, C y D (esto es, el piano x-y). 



444 


ANALISIS DE ESTRUCTURAS RETICULARES 


TABLA 5-23. TARJETAS DE DATOS PARA EL EJ. 1 DE UN MARCO EN 

EL ESPACIO 



Cualquier punto de la llnea pA (excepto el punto A) sera suficiente para defi- 
nir los pianos principales en este problema. Ya que un piano principal para 
el miembro AB es paralelo al eje y, el angulo a se toma como cero para este 
miembro. Para los miembros AC y AD los pianos principales se localizan 
dando las coordenadas del punto p. 


Se supone que las propiedades de las secciones transversales de todos los 
miembros son las mismas y que las constantes numericas en el problema 
son como sigue: 

E = 10 000 kips/plg 2 P = 5 kips AX = 9 pig* IY = 28 pig 4 

G = 4 000 kips/plg 2 L = 96 pig IX = 64 pig 4 IZ = 80 pig 4 

La Fig. 5-7b muestra la estructura con todos los nudos restringidos. Tambien 
aparece en la figura un sistema de numeracion para miembros, nudos y des- 
plazamientos. 


TABLA 5-24. PROGRAMA DE COMPUTACION A SU SAL1DA PARA EL 
EJ. 1 DE UN MARCO EN EL ESPACIO 

ANALISIS DE MARCOS EN EL ESPACIO 

DATOS DE LA ESTRUCTURA 
M N NJ NR NRJ E G 

3 12 4 12 2 30000.0 12000.0 


COORDENADAS DE LOS NUDOS 
NUDO X Y Z 


DESIGNACIONES DE MIEMBRO, PROPIEDADES Y ORIENTACIONES 
MIEMBRO JJ JK AX IX IY IZ AA L CX C’i 


AX 

IX 

IY 

IZ 

AA 

L 

CX 

CY 

CZ 

11.0 

83.0 

56.00 

56.0 

0 

240.0 

1.000 

0 

0 

11.0 

83.0 

56.00 

56.0 

0 

120.0 

0 

1.000 

0 

11.0 

83.0 

56.00 

56.0 

0 

207.8 

0.577 

-0.577 

0.577 


TRANS. 
EN Z 


RESTRICCIONES DE NUDO 
NUDO TRANS. TRANS. 

EN X EN Y 

3 1 ! 

4 1 1 

DATOS DE CARGA 

NLJ NLM 

2 1 


ACCIONES APLICADAS A LOS NUDOS 
NUDO FUERZA FUERZA FUERZA MOMENTO 
EN X EN Y EN Z EN X 

1 2.0 0 0 0 

? n -1.0 0 0 


ROT. ROT. 
EN X EN Y 


MOMENTO 
EN Y 


MOMENTO 
EN Z 


ACCIONES EN LOS EXTREMOS DE MIEMBROS RESTRINGIDOS DEBIDAS 
A LAS CARGAS 

MIEMBRO AML1 AML2 AML3 AML4 AML5 AML6 

AML7 AML8 AML9 AML10 AML11 AML12 

i 0 0 - 2.0 0 120.0 0 

' o o -2.0 0 -120.0 0 

DESPLAZAMIENTOS DE NUDO Y REACCIONES DE APOYO 


NUDO TRANS. TRANS. 

EN X EN Y 
FUERZA FUERZA 


-0.1528 

0 

-0.1542 

0 


-0.0002436 

0 

0.4562 

0 


TRANS. ROT. ROT. ROT. 

EN Z EN X EN Y EN Z 

FUERZA MOMENTO MOMENTO MOMENTO 
EN Z EN X EN Y EN Z 

0 6263 0.007536 -0.005463 0.002674 

o’ 0 0 0 

0 6139 0.003584 0.005748 -0.002701 

o' 0 0 0 
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TABLA 5-24. ( Continuacion ) 


3 0 0 0 

- 0.09 - 0.67 - 2.03 

4 0 0 0 

- 1.91 1.67 - 1.97 


0 0 0 

- 227.41 45.34 - 32.11 

0 0 0 

- 52.22 - 44.54 30.99 


ACCIONES DE EXTREMO DE LOS MIEMBROS 


MIEMBRO AMI AM2 

AM7 AM8 

1 1.91 - 0.67 

, - 1*91 0.67 

2 - 0.67 0.09 

0.67 - 0.09 

3 3.20 0.22 

- 3.20 - 0.22 


AM3 

AM4 

AM 5 

AM9 

AM10 

AM11 

- 2.03 

16.40 

45.34 

- 1.97 

- 16.40 

- 37.71 

- 2.03 

45.34 

227.41 

2.03 

- 45.34 

16.40 

0.04 

- 13.46 

36.67 

- 0.04 

13.46 

- 45.03 


AM6 

AM12 

- 42.75 

- 118.00 

- 32.11 

42.75 

- 13.01 

58.84 




(b) 

Fig. 5-7. Ej. 2 (marco en el esparto) 
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Los datos de entrada para este problema se indican en la Tabla 5-25. Notese 
que las taxjetas que contienen informacion de miembro para los miembros 2 
y 3 son seguidas cada una por una tarjeta que da las coordenadas del punto p. 

El calculo de las acciones A UL , en los extremos de los miembros restrin- 
gidos debidas a las cargas (las ultimas cuatro tarjetas de datos) requiere una 
explicacion en este ejemplo. Las acciones de extremo A ML para el miembro 1 
se obtienen facilmente debido a que la carga P aplicada a la mitad descansa 
en el piano principal para el miembro. La Fig, 5-8 muestra todas las acciones 
de extremo para este miembro.. Notese que la orientacion de los ejes del 
miembro en la figura resulta de la serie de rotacions /3 y y mostradas en la 
Fig. 4-38 (vease el Art. 4.22). 


X M 



Fig. 5-8. Acciones de restriccion en los extremos del miembro 1 

Por otro lado, la carga P aplicada al miembro 3 no se encuentra en un 
piano principal del miembro. A fin de calcular las acciones de extremo A ML 
para este miembro, se deben establecer las componentes de la fuerza P en 
las direcciones de los ejes del miembro. Un metodo para hacer esto es usar 
la tecnica de rotacion de ejes representada por la Ec. (4-57) en el Art. 4.15; 
por lo tanto: 

Am = RAsji (4-57) 

repetida 

La Fig. 5-9 muestra los ejes de miembro para el miembro 3, asi como la carga 
P aplicada en la direccion negativa de y. La matriz de rotacion R para los 




atos de la estructura 
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Fig. 5-9. Ejes de miembro para el miembro 3 


Ya que la carga aplicada P es de 5 kips, el vector A s 


se convierte en: 


As = 



(b) 


La sustitucion de las expresiones (a) y'(b) en la Ec 
vector A m como sigue: 


(4-57) 


produce el 


— — 


— — 

60 



Vm 


2.736 

27 

= 

-1.231 

Vm 



-4 


-4.000 


Los elementos en este vector son las componentes de la cares 
direccxones de los ejes del miembro. Las acciones de extremo 


aplicada en las 
producidas 
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por estas fuerzas que actuan en el miembro 3 ; se indican en los ultimos dos 
renglones de la Tabla 5-25. 

La Tabla 5-26 muestra los resultados finales del programa de computacion. 


TABLA 5-26. RESULTADOS FINALES PARA EL EJ. 2 DE UN MARCO 

EN EL ESPACIO 


DESPLAZAMIENTOS DE NUDO Y REACCIONES DE APOYO 


NUDO 

TRANS. 

TRANS. 

TRANS. 

ROT. 

ROT. 

ROT. 


EN X 

EN Y 

ENZ 

EN X 

EN Y 

EN Z 


FUERZA 

FUERZA 

FUERZA MOMENTO 

MOMENTO 

MOMENTO 


EN X 

EN Y 

ENZ 

EN X 

EN Y 

ENZ 

1 

-0.0002176 

-0.004062 

-0.01674 

-0.005202 

0.0001870 

-0.004495 


0 

0 

0 

0 

0 

0 

2 

0 

0 

0 

0 

0 

0 


-0.41 

-2.98 

7.01 

134.64 

-14.60 

-9.34 

3 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

4 

3.70 

2.61 

1.51 

-8.18 

28.39 

-3.62 

0 

0 

0 

0 

0 

0 


-3.29 

5.37 

1.48 

-63.93 

-16.89 

-98.43 


ACCIONES 

DE EXTREMO DE 

LOS MIEMBROS 




MIEMBRO 

AMI 

AM2 

AM3 

AM4 

AM5 

AM6 


AM7 

AM8 

AM9 

AM10 

AM11 

AM12 

1 

3.59 

0.18 

0.41 

6.07 

-32.49 

-84.00 


-6.59 

3.82 

-0.41 

-6.07 

-16.23 

-134.64 

2 

4.74 

0.48 

-0.13 

8.08 

7.61 

27.62 


-4.74 

-0.48 

0.13 

-8.08 

15.39 

57.44 

3 

3.21 

0.18 

1.68 

-3.00 

-50.18 

-24.96 


-5.95 

1.05 

2.32 

3.00 

106.59 

-51.86 


CAPITULO 6 

TOPICOS ADICIONALES PARA EL METODO 
DE LA RIGIDEZ 


6.1. Introduction. Las tecnicas descritas en el Cap. 4 para usar el 
metodo de la rigidez y los correspondientes programas de computa- 
cion (presentados en el Cap. 5), se aplican a estructuras reticulares 
que tienen miembros prismaticos y sujetos unicamente a los efectos 
de cargas. Sin embargo, las tecnicas se pueden extender rapidamen- 
te a fin de tomar en cuenta muchas otras consideraciones en los 
programas de computacion. El proposito de este capitulo es describir 
como se deben tratar algunas de las mas importantes consideraciones. 
Primero, los efectos de cambios de temperatura y deformaciones 
previas, que se describieron en el Cap. 2 desde el punto de vista 
del analisis manual, nuevamente se vuelven a discutir en el siguiente 
articulo con el proposito de incluirlas en un programa de computa- 
cion. Los siguientes dos articulos (6.3 y 6.4) tratan de los efectos 
de cargas entre nudos y metodos para determinar las acciones in- 
ternas y desplazamientos en puntos intermedios a lo largo de las 
longitudes de los miembros. Entonces se discuten varios topicos 
relativos a los apoyos de estructuras reticulares (Arts. 6.5 hasta 
6.7); estos topicos incluyen desplazamientos de apoyo, apoyos in- 
clinados y apoyos elasticos. Los articulos restantes en el capitulo 
tratan exclusivamente de temas cuyos efectos primarios son alterar 
las rigideces y las acciones de empotramiento para miembros indi- 
viduales. En esta categoria tambien se incluyen miembros que no 
son prismaticos, discontinuidades en miembros, conexiones elasticas, 
deformaciones por cortante e interacciones entre efectos axiales y 
de flexion. 

Es la intencion del autor que el material en este capitulo sea 
suplementario a la materia de los capitulos anteriores. Por lo tanto, 
no hay intencion de presentar explicaciones completas y detalladas; 
al contrario, la intencion es sugerir topicos adicionales que el lector 
interesado pueda desarrollar mas tarde. 

6.2. Temperatura y deformacion previa. Los efectos de tempera- 
tura y deformacion previa fueron considerados en las soluciones a 


I 
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mano del Cap. 2. Estos efectos se pueden incorporar rapidamente 
en un analisis orientado al calculo por computadora,tratandolos en 
una forma analoga al procedimlento descrito en el Cap. 4 (Art. 4.5) 
para cargas sobre miembros, esto es, reemplazandolas por caxgas 
equivalentes de nudo. Tanto los efectos de cambios de temperatura 
como los de deform acion previa produciran acciones de empotra- 
miento en los miembros de una estructura restringida. En las Tablas 
B-2 y B-3 del Apendice B se indican formulas para acciones de em- 
potramiento de esta naturaleza. Tales acciones de extremo se pueden 
manejar en la misma forma que las debidas a las cargas sobre miem- 
bros; en otras palabras, se pueden enumerar en las matrices Amt y 
Amp, respectivamente, en una forma analoga a las acciones de em- 
potramiento enumeradas debidas a las cargas en la matriz A ML - 
Entonces, la suma de los tres efectos se puede combinar en una sola 
matriz A MS (vease la Ec. 2-30). Por supuesto, en un programa de 
computacion se puede desear colocar todos los terminos directamente 
en la matriz A M s, sin necesidad de formar separadamente las matri- 
ces A ML , Amt y A mp . Siguiendo este paso, las acciones de empotra- 
miento en la matriz A M3 se convierten a cargas equivalentes de nudo, 
y de aqui en adelante el analisis prosigue segun se describio en el 
Cap. 4. Todos los desplazamientos D de nudo, reacciones A R . y accio- 
nes de extremo de los miembros A w se calculan en la misma forma 
que en el caso de las cargas. 

6.3. Cargas entre nudos. En los Caps. 4 y 5 se manejaron indi- 
rectamente los efectos de cargas que actuan sobre miembros haciendo 
uso de las acciones de empotramiento producidas por tales cargas. 
Tambien es posible extender los programas de computacion del 
Cap. 5 para aceptar directamente esas cargas como datos de entrada; 
algunas de las tecnicas factibles para hacer esto se cubren en la 
siguiente discusion. 

De las discusiones anteriores de ejes orientados con el miembro 
y ejes orientados con la estructura, es obvio que las cargas que ac- 
tuan sobre miembros se pueden descomponer en componentes para- 
lelas a cualesquiera de los juegos de ejes. En general, es conveniente 
descomponer las cargas de miembros en componentes paralelas a 
los ejes de miembro (x u , y M J z*). Las cargas sobre vigas y estruc- 
turas de parrilla estan, generalmente, alineadas con los ejes de miem- 
bro debido a su propia naturaleza, pero las orientaciones de cargas 
sobre marcos pianos y en el espacio pueden ser completamente ge- 
nerates. Por lo tanto, se puede requerir un esfuerzo prebminar para 
descomponer las cargas en componentes paralelas a los ejes de 
miembro, como se demos tro para el miembro de un marco en el 
espacio en el Ej. 2 del Art. 5.9. 
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Frecuentemente sucede que las cargas sobre miembros de arma- 
duras se expresan con respecto a los ejes orientadas con la estructura, 
y puede ser mas conveniente manej arias en esa forma, que descom- 
ponerlas en componentes paralelas a los ejes de miembro. La razon 
para esta conclusion es que las acciones de extremos articulados en 
una armadura restringida se calculan facilmente a pesar de las 
orientaciones de los miembros (vease la Tabla B-5 del Apendice B). 
En tal caso, los valores negativos de las acciones de extremos arti- 
culados se pueden tomar como cargas equivalentes de nudo, actuan- 
do en las direcciones de los ejes de la estructura, y el analisis se 
puede llevar a cabo en la misma forma desde aqui en adelante. La 
desventaja de este camino es el hecho de que las acciones finales de 
extremo de los miembros no incluiran las acciones iniciales de ex- 
tremos articulados A Mb en las direcciones de los ejes de miembro. 
Por lo tanto, las unicas acciones de extremo A S{ de miembro que se 
calculan son las fuerzas axiales en los miembros debidas a las cargas 
equivalentes de nudo. Esta limitacion no es una desventaja seria en 
el analisis de armaduras, debido a que sus caracteristicas principales 
se relacionan con los efectos de cargas (reales o equivalentes) en 
los' nudos. 

Ahora considerense de nuevo aquellas estructuras para las que 
las cargas de miembro se han proyectado en componentes paralelas 
a los ejes de miembro. La tarea de incorporar las cargas directamente 
en el metodo de analisis de la rigidez se facilitara si se expresan en 
forma discreta (esto es, como fuerzas concentradas y pares). Cuales- 
quier cargas distribuidas se pueden aproximar por una serie de car- 
gas concentradas que producen esencialmente las mismas acciones 
y desplazamientos en la estructura. Si se sigue este camino, solo un 
cierto numero de cargas concentradas sera posible en cualquier punto 
de un miembro. Por ejemplo, en un punto de una viga puede existir 
ya sea una fuerza concentrada A x en la direction de y i( o un par A 2 
en el sentido de z M , como se muestra en la Fig. 6-la. Cada una de 
estas cargas producira cuatro acciones de empotramiento de los tipos 
indicados en la figura. Similarmente, existen tres posibles fuerzas 
concentradas sobre un miembro de una armadura plana (vease la 
Fig. 6-lb) y cuatro posibles acciones de extremos articulados. La 
categoria mas general de un miembro (un miembro de un marco 
en el espacio) se ilustra en la Fig. 6-lc. Pueden existir seis compo- 
nentes de carga en cualquier punto de tal miembro, produciendo doce 
tipos de acciones de empotramiento, segun se muestra en la figura. 

Si las cargas sobre un miembro se discretizan segun se describio 
arriba, existen varios metodos por los cuales se pueden incorporar 
directamente en el analisis de una estructura. El camino mas sim- 
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pie es suponer que existe un nudo en todos los puntos de caxga en 
el miembro y entonces analizar a la estructura como si estuviese su- 
jeta umcamente a cargas de nudo. Este metodo es conveniente para 
estructuras con nudos rlgidos, pero no puede ser adaptado facilmente 
a armaduras; ademas, en este metodo las cargas deben tener la orien- 



Fig. 6 1. Cargas concentradas en miembros: (a) miembro de una viga, (b) 
miembro de una armadura plana y (c) miembro de un marco en el espacio 

tacion de la estructura en lugar de la orientacion de miembro. La 
principal desventaja de este metodo es que el numero de nudos en 
la estructura puede hacerse excesivo si existen cargas sobre muchos 
miembros. 

Un segundo metodo consiste en analizar cada miembro cargado 
como una estructura separada, utilizando el metodo de analisis de 
la ngidez y entonces incorporar los resultados de cada subanalisis 
en el analisis total de la estructura. Por ejemplo, la viga restringida 
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de la Fig. 6-la, podria analizarse como una estructura consistente de 
dos miembros de longitudes a y b, respectivamente, y que tiene dos 
grados de libertad en el punto de aplicacion de las cargas. Las accio- 
nes de empotramiento Am para el miembro i seran las reacciones 
determinadas en el subanalisis de la viga considerada como dos miem- 
bros. Esta forma de razonamiento se puede generalizar para incluir 
cualquier tipo de estructura reticular y cualquier numero de puntos 
de carga en un miembro. 

Una tercera forma de solucion al problema involucra el uso de 
matrices' de cambio para acciones de empotramiento debidas a las 
cargas unitarias sobre los miembros. Las relaciones entre las accio- 
nes de extremo y las cargas actuando en un punto sobre un miembro 
se pueden expresar por la siguiente ecuacion: 

-A-mli = TjiLiAi (6-1) 

En la Ec. (6-1), A ( es un vector columna de cargas concentradas 
que puede existir en cualquier punto en el miembro i. Por ejemplo, 
la viga dibujadaen la Fig. 6-la tiene las cargas concentradas y A., 
asociadas con un punto arbitrario en el miembro. Por lo tanto, para 
este tipo de estructura: 


A» = {Ai, A 2 } (6-2) 

La matriz A MLi en la Ec. (6-1), consiste en un vector columna de 
acciones de empotramiento producidas por las cargas A,. Para una 
viga, este vector es el siguiente (vease la Fig. 6-la): 

AmLi — {(AjtfX,)*.!, (Ajlfl,)t'.2, (Aml)i, 3, {,AML)i,i} (6-3) 


La matriz T MLi es una matriz de cambio para las acciones A mA en los 
extremos del miembro restringido i debidas a los valores unitarios 
de las acciones A ; . Los elementos de tal matriz de cambio se pueden 
obtener de las formulas dadas en la Tabla B-l del Apendice B, y 
para una viga la matriz sera el siguiente arreglo de 4 X 2 (omi- 
tiendo el suscrito i ): 
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El vector final de las acciones de extremo de miembro A ML , para 
un miembro con cargas actuando en varios puntos, se obtiene apli- 
cando la Ec. (6-1) para todos los puntos en el miembro donde exista 
carga y en seguida sumando los resultados. 

Se pueden desarrollar matrices de cambio similares a la Ec. (6-4) 
para todos los tipos de estructuras reticulares. Para un miembro de 
una armadura plana sujeto a cargas segun se indica en la Fig. 6-lb, 
la matriz de cambio T ML para acciones de extremos articulados sera 
del orden 4x3, como sigue: 



Similarmente, se pueden encontrar con facilidad las matrices de 
cambio para los otros tipos de estructuras reticulares. Tales matrices 
de cambio se pueden incorporar en un programa de computacion 
con el objeto de calcular, automaticamente, las acciones A J[L en los 
extremos de miembros restringidos debidas a las cargas en un nu- 
mero discreto de puntos. Una vez que se ha hecho esto, el calculo 
de las cargas equivalentes de nudo y la parte restante del analisis 
se hace como en la forma anterior. 

6.4. Acciones y desplazamientos entre nudos. Por los metodos del 
Cap. 4 se pueden obtener los desplazamientos de extremo D M y las 
acciones de extremo A M para todos los miembros de una estructura. 
Ademas, tambien pueden ser de interes las acciones y los despla- 
zamientos en puntos intermedios a lo largo de las longitudes de 
los miembros. Existen varios metodos por los cuales se pueden Cal- 
cular tales acciones y desplazamientos. Por ejemplo, como se men- 
ciono en el Art. 2.8, se pueden determinar por calculos a mano una 
vez que las acciones y desplazamientos en los extremos han sido 
determinados. Las acciones intemas se determinan aplicando prin- 
cipios de equilibrio estatico a una porcion del miembro tomada como 
cuerpo libre, y los desplazamientos se pueden calcular empleando 
teorias elementales sobre deflexion (tales como los teoremas de mo- 
mentos de areas). 

Los metodos matriciales son tambien adecuados para este pro- 
posito, y la modificacion mas simple del metodo de analisis de la 
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rigidez es suponer que existe un nudo en todos los puntos donde se 
desean las acciones y desplazamientos. Los desplazamientos de nudo 
y las acciones de miembro resultantes del analisis incluiran los des- 
plazamientos y las acciones internas en los puntos de interes. En 
este metodo loc desplazamientos automaticamente seran en las di- 
recciones de los ejes de la estructura. Como anterioimente se men- 
ciono, la desventaja de este metodo es que el numero de nudos puede 
hacerse muy grande para manejarse con exito. 

Otro metodo matricial ls analizar a un miembro dado como si 
fuese un subproblema dentro del analisis total de toda la esiructura. 
El miembro restringido se puede dividir en segmentos y analizarlo 
por el metodo de la rigidez, tratando los desplazamientos de los extre- 
mos del miembro segmentado como si fuesen desplazamientos de 
apoyo. Este subanalisis producira los mismos resultados que el me- 
todo anterior. 

El tercer metodo matricial toma en cuenta el uso de matrices de 
cambio para acciones y desplazamientos en puntos intermedios. Este 
metodo sera descrito para vigas, pero el metodo es generalmente apli- 
cable a todos los tipos de estructuras reticulares. La tarea de calcular 
las acciones y desplazamientos en puntos intermedios se puede di- 
vidir en dos pasos. El primero consiste en calcular las acciones y 
desplazamientos en el miembro restringido debidas a las cargas (u 
otros efectos) que actuan en el miembro. El segundo paso toma en 
cuenta el calculo de las acciones y desplazamientos adicionales de- 
bidas a los desplazamientos de los extremos del miembro. En ambos 
pasos, las acciones y desplazamientos ordinariamente serian calcu- 
ladas con respecto a los ejes del miembro, pero estas cantidades se 
pueden siempre convertir a los ejes de la estructura por una rotacion 
apropiada de ejes. Se considerara primero el calculo de las acciones 
en vigas, y en seguida se discutira el tema de determinar los despla- 
zamientos. 

La Fig. 6-2 a muestra un miembro restringido i de una viga con 
un punto de carga (donde actuan A, y A 2 ) a una distancia a del 
extremo j. Un segundo punto, donde se van a calcular las acciones 
y los desplazamientos, se localiza a una distancia x^ del extremo j. 
El vector Amu, de acciones de empotramiento debidas a las acciones 
A, y A 2 , se puede calcular como se describio en el articulo anterior 
(vease la Ec. 6-1), haciendo uso de la matriz de cambio T ML (Ec. 
6-4 ). Los primeros dos elementos del vector Amu son ^ as acciones 
en el extremo j del miembro; los ultimos dos elementos son las ac- 
ciones en el extremo k (vease la Fig. 6-2a). La Fig. 6-2b muestia 
un diagrama de cuerpo libre para el segmento de longitud x„, supo- 
niendo que x » < cl. La figura muestra tambien las acciones internas 
Auxia y Ahxl -2 en el punto de interes, actuando en sus sentidos positi- 
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vos. La convention de signos adoptada aqui es que las acciones in- 
ternas en el extremo de un segmento que esta hacia el extremo k del 
miembro, son positivas cuando actuan en las direcciones positivas de 
los ejes del miembro. 



(b) 


Fig. 6 2. Acciones de una viga: (a) acciones aplicadas y (b) acciones intemas 

Las acciones internas A MXL se pueden calcular del vector de 4 X 1 
de acciones de empotramiento A ML haciendo uso de la matriz de cam- 
bio T axj como sigue (omitiendo el suscrito i): 

Amxl = TaxjAml (6-6) 

Los elementos de esta matriz de cambio se pueden obtener por ob- 
servation de la Fig. 6-2b: 



La mitad izquierda de la matriz de cambio T AXJ consiste de acciones 
en el punto de interes debidas a las acciones unitarias de restric- 
tion en el extremo j del miembro. La mitad a la derecha consiste de 
ceros, puesto que las acciones A ML en el extremo k del miembro no 
intervienen en los calculos. La matriz T AXJ es valida unicamente 
para puntos en la viga en los que x M < a. Si el punto de interes se 
localiza de tal forma que x Jf > a } en su lugar se pueden usar las ac- 
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ciones de empotramiento en el extremo k y se calculan las acciones 
A MXL usando una matriz de cambio T AX k: 

Amxl ■= TaxkAml j (6-8) 


en donde la matriz de cambio T AXK es la siguiente: 


1 0 
- x M 1 


Los elementos en la mitad derecha de esta matriz son acciones en 
el punto de interes debidas a las acciones unitarias de restriction 
en el extremo k del miembro. 

Las Ecs. (6-6) y (6-8) se pueden combinar en una ecuacion con 
el fin de calcular simultaneamente las acciones intemas en ambos 
lados del nudo de carga; por lo tanto, 

Amxl = TaxAml (6-10) 


El vector A MX l en la Ec. (6-10) consiste de las acciones en dos puntos 
de interes, uno en cada lado del punto de carga, como se indica por 
los puntos 1 y 2 en la Fig. 6-3a. El arreglo de la matriz de cambio 
T a - es, por lo tanto, como sigue: 



"-1 000 

Xmi — 1 o 0 

0 0 10 

0 0 L — xm2 1. 


( 6 - 11 ) 


en la que x in es la distancia del extremo j al punto 1, y x K es la dis- 
tancia al punto 2. Por lo tanto, se pueden calcular las acciones a uno 
u otro lado del punto de carga, usando ya sea la Ec. (6-6)o la Ec. 
(6-8); alternativamente, se pueden calcular simultaneamente, usando 
la Ec. (6-10). 

De la sustitucion de la Ec. (6-1) en la Ec. (6-10) resultan las 
acciones internas en terminos de la matiiz de cambio T MIj y del vec- 
tor A, como sigue: 

Amxl = TaxTmlA (6-12) 

Si existen varios puntos a los cuales se aplican cargas, la expresion 
para A M xl se convierte en 


Amxl — L (TaxTmlA) (6-13) 

en donde la suma es llevada a cabo para todos los puntos de carga. 

La Ec. (6-13) da las acciones en los puntos de interes producidas 
por cargas que actuan en el miembro restringido. Ocurren acciones 
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adicionales debido a los desplazamientos de los extremos del miem- 
bro. Estas acciones se pueden calcular como sigue: 

Amxd = TaxSmDm (6-14) 


En esta ecuacion, la matriz A MXD es un vector de acciones en dos 
puntos de interes producidas por los desplazamientos D M en los ex- 
tremos del miembro; S M es la matriz de rigidez de miembro; y T AX 
es dada por la Ec. (6-11). 

La suma de las Ecs. (6-13) y (6-14) produce el vector de accion 
total A M x en los dos puntos de interes: 

Amx = Amxl + Amxd (6-15) 

°, 

Amx = E) (TaxTmiA) + TaxSmDm (6-16) 


Para el caso especial de un solo punto de carga no se requiere el pro- 
ceso de suma y la matriz T AX se puede factorizar del lado derecho 
de la Ec. (6-16), como sigue: 

A mx = T A x(TmiA + S M D M ) 


— Tax(Aml + SmDm) 

= TaxAm (6-17) 

en donde A M es el vector de acciones finales de extremo en el miem- 
bro. 

En seguida, considerese la tarea de calcular los desplazamientos 
en puntos intermedios entre los nudos. La forma general para ob- 
tener tales desplazamientos es similar a la de acciones; consiste 
de la suma de desplazamientos debidos a las cargas en el miembro 
restringido, mas los efectos de desplazamientos en los extremos. 
Por lo tanto, 


Dmx — Dmxl + Dmxd 


(6-18) 


El vector D MX en la Ec. (6-18) contiene los desplazamientos en dos 
puntos diferentes, en los cuales < a y x m > a, respectivamente 
(vease la Fig. 6-3a). Los vectores D M xl y D MX d son los desplazamientos 
en esos puntos, producidos por las cargas de miembro y los despla- 
zamientos de extremo, respectivamente. Los elementos del vector 
Dmxl para una viga se dan por las formulas mostradas en las Figs. 
6-3b y c. La formula en la Fig. 6-3b, a la izquierda del punto de 
carga (delineada por la linea punt e ad a vertical), es para trasla- 
ciones en terminos de las acciones en el extremo j del miembro, 
en tanto que aquella a la derecha del punto de carga esta en terminos 
de las acciones en el extremo k. En una forma similar, la Fig. 6-3c 
muestra los giros a lo largo de la longitud de la viga en terminos 
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(O 

Fig. 6-3. Desplazamientos en una viga: (a) acciones aplicadas, (b) trasla- 

ciones y (c) rotaciones 

de las acciones en los extremos j y k. El vector D MX l se puede facto- 
rizar en el producto matricial: 

Dmxl = J2 (T DX A M l) = ]C (TdxTmlA) (6-19) 

en donde T DX es la siguiente matriz de cambio: 
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Tambien se puede mostrar que el vector D mxd , en la Ec. (6-18). 
se puede obtener por el slguiente calculo: 

Dmxd = (Tdb + TdxSm)Dm (6-21) 

Los elementos de la primera columna de la matriz encerrada en 
parentesis en la Ec. (6-21) se obtienen de las formulas para transla- 
ciones y giros en las Figs. 6-4a y 6-4b, respectivamente. Estas figuras 
representan los efectos de una translacion unitaria en la direction de 
Usr en el extremo j. Similarmente, se pueden deducir formulas para 
translaciones y rotaciones debidas a los otros tres tipos de desplaza- 
mientos unitanos en los extremos del miembro. Estas formulas 
se pueden considerar que estan compuestas de dos partes, segun se 
indica en la Ec. (6-21). La primera parte (matriz T DB ) consiste de 
los efectos de los desplazamientos de los extremos del miembro como 
un cuerpo rigido; la segunda parte incluye los desplazamientos de un 
punto de interes relativos a las tangentes a la curva elastica en 
los extremos desplazados. Cualquier extremo del miembro es con- 
veniente como punto de referencia y, por consistencia, los puntos de 
interes que se encuentran a la izquierda de un punto de carga (vease 
el punto 1, Fig. 6-5a) se refieren al extremo j. Por otro lado, los pun- 
tos a la derecha del punto de carga (vease el punto 2, Fig.’6-5a) se 
refieren al extremo k. 



(b) 


Fig. 6-4. Desplazamientos en una viga debidos a una translacion unitaria del 
extremo j : (a) translaciones y (b) rotaciones 

Por lo tanto, la matriz T un es una matriz de cambio para des- 
plazamientos en los puntos de interes debidos a los movimientos 
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de cuerpo rigido de los nudos en los extremos del miembro. Los ele- 
mentos de esta matriz se pueden obtener por observation de las Figs. 
6-5b a 6-5e: 


I* 




Fig. 6-5. Desplazamientos de cuerpo rigido en una viga 



1 avi 0 0 

0.10 0 


0 0 1 — (L — xmz) 

0 0 0 1 


(6-22) 


La sustitucion de las Ecs. (6-19) y (6-21) en la Ec. (6-18) pro- 
duce la ecuacion expandida: 

Dmx = H (TdxTmlA) + (Tdb + TdxSm)Dm (6-23) 


Para el caso especial de un solo punto de carga no se requiere la 
suma de los terminos y la matriz T n x se p»uede factorizar como sigue: 


Dmx = TdbDm + Tdx(T M lA + SmD m ) 

= TdbDm + TdxAm (6-24) 

Ahora se usara un simple ejemplo para demostrar el calculo de 
acciones y desplazamientos en un par de puntos intermedios en la 
viga. La discusion anterior ha sido orientada hacia el calculo de ac- 
ciones y desplazamientos en dos puntos, simultaneamente, a fin de 
hacer uso de las matrices totales T MI . y S M . Sin embargo, si solo un 
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punto es de interes, las mitades apropiadas de estas y de otras ma- 
trices requeridas se pueden usar en los calculos. 



z m (b) 

Fig. 6-6. Ejemplo 


Ejemplo. Supongase que las acciones intemas y desplazamientos se van 
a calcular en dos puntos del miembro BC de la viga continua analizada en el 
Art. 4.6 e ilustrada en la Fig. 4-5. De la solucion de esta estructura por 
el metodo de la rigidez, los siguientes vectores estan disponibles para el miem- 
bro BC: 

Am = ^ {64, 36 L, — S. 0} (a) 


1 12EIz 


{0, 17, 0, -5} 


El sistema de numeracion para los elementos del vector A M se muestra en la 
Fig. 6-6a, que tambien indica la .carga P que actua sobre el miembro y las 
localizaciones de los dos puntos de interes. Estos puntos estan marcados 1 y 2 
y se suponen las siguientes dimensiones: 


L 3 L 

Xmi — ~ y Xm 2 = 

4 4 


( 1 ) 


La sustitucion de estos valores en las Ecs. (6-11), (6-20) y (6-22) produce 
las siguientes matrices de cambio: 
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Cuando las Ecs. (a) y (c) se sustituyen en la Ec. (6-17) se obtiene el si- 
guiente vector de accion: 



La Fig 6-6b muestra, aproximadamente, la deformacion del miembro BC; 
los desplazamientos en los puntos 1 y 2 se calculan sustituyendo las Ecs. 
(a), (b), (d) y (e) en la Ec. (6-24). Por lo tanto, 

“ 56 L 

rD M xi"1 = PL 2 __ 72 __ 

_Dmx2_ 2Q88EI z 29 L 
108 

Los metodos arriba descritos para determinar las acciones y des- 
plazamientos en vigas se pueden extender a todos los tipos de es- 
tructuras reticulares. Sin embargo, los calculos de desplazamientos en 
puntos intermedios de armaduras son algo mas complicados que 
para estructuras con nudos rigidos, debido a que los extremos de 
todos los miembros en armaduras estan libres de girar independiente- 
mente uno del otro. Ademas' las propiedades de flexion de miembros 
de armaduras por lo comun no se especifican y no son de interes 
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general en el analisis. Asi pues, unicamente las acciones interme- 
dias en miembros de armaduras son aptas para recibir la atencion 
del analizador. 

6.5. Desplazamientos de los apoyos. Los desplazamientos de los 
apoyos consisten de translaciones o rotaciones conocidas de las restric- 
ciones de apoyo. Se describiran dos metodos para incluir los efectos 
de desplazamientos de apoyo en el metodo de analisis de la rigidez. 

El primer metodo requiere el calculo de las acciones en los ex- 
tremos de miembros en la estructura restringida debidas a los des- 
plazamientos de los apoyos. (Esta tecnica se uso en el Cap. 2 para 
desplazamientos de apoyo y en el Art. 6.2 para efectos de tempera- 
tura y deformation previa.) Luego son colocadas estas acciones de 
empotramiento en la matriz A M r (o A ms ; vease la Ec. 2-30) y trata- 
das en la misma forma que aquellas debidas a las cargas. La con- 
version de estas cantidades de cargas equivalentes de nudo y el ana- 
lisis subsecuente proseguira como se describio en el Cap. 4. 

El segundo metodo incluye la formation de la matriz de la ri- 
gidez total de nudo S., dada en la Ec. (4-1) y abajo repetida: 



(4-1) 

repetida 


Esta matriz se puede incorporar en una ecuacion de accion total 
para todos los nudos en una estructura, incluyendo los apoyos; ppr 
lo tanto, 


Aj = Ajl -f- SjDj 


(6-25) 


o, en forma expandida: 


Ad _ Adl _|_ S Sdr D 
_ArJ LArlJ lSrd SrrJ I_Dr_ 


(6-26) 


Todas las submatrices en la Ec. (6-26) ya han sido antes definidas, 
excepto la matriz D R , la cual es un vector de desplazamientos de las 
restricciones de apoyo. 

La Ec. (6-26) se puede escribir como dos grupos de ecuaciones 
haciendo las multiplicaciones matriciales indicadas: 


A d = Adl + SD + S D rD r (6-27) 

Ar = Arl + SrdD + SrrDr (6-28) 


La primera de estas ecuaciones representa la ecuacion de accion 
correspondiente a los grados de libertad reales en la estructura, y la 
segunda se refiere a las restricciones de apoyo. Si los desplazamientos 
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de apoyo D R son cero, las Ecs. (6-27) y (6-28) seran las mismas que 
las Ecs. (2-23) y (4-4), respectivamente. 

La Ec. (6-27) se puede resolver para el vector desplazamiento 
D como sigue: 

D = S- 1 (A d - A dl - SdrDr) (6-29) 

Entonces, las reacciones A R se pueden encontrar sustituyendo los re- 
sultados de la Ec. (6-29) en la Ec. (6-28). El calculo de las acciones 
de extremo de los miembros es el mismo que el descrito en el Cap. 4. 

Ambos metodos antes descritos para calcular los efectos de des- 
plazamientos de apoyo se pueden rapidamente incorporar a un pro- 
grama de computacion. 

6.6. Apoyos inclinados. La clave de la lista de restricciones, em- 
pleada en los programas de computacion del Cap. 5, compensara la 
presencia o ausencia de restricciones en las direcciones paralelas a 
los ejes x, y y z de la estructura. Asi pues, por ejemplo, un apoyo 
libre paralelo a uno de los ejes de la estructura puede tomarse en 
cuenta. La clave, sin embargo, no adaptara apoyos libres en direc- 
ciones inclinadas a los ejes de la estructura, tales como los indicados 
en la Fig. 6-7a para una armadura plana y en la Fig. 6-7c para un 
marco piano. Existen varios metodos por los cuales las condiciones de 
apoyo se pueden incluir en el analisis de estructuras por el metodo 
de la rigidez. Un metodo posible es girar los ejes de la estructura en 
tal forma que los pianos de referencia sean paralelos o perpendicu- 
lares a los pianos inclinados. Esta tecnica se limita a quellos casos 
en donde existe unicamente un apoyo inclinado o en donde todos los 
apoyos inclinados son ortogonales entre si. En aquellos casos en 
donde este metodo sea aplicable, sin embargo, es muy posible que las 
coordenadas de nudo y las orientaciones de los miembros y cargas, 
con respecto a los ejes de la estructura, se hagan mas complicadas. 

Otro metodo para manejar el problema es reemplazar el apoyo 
real por un miembro que tenga una gran area de section transversal 
A x y que tenga su eje longitudinal en la direction normal al apoyo 
inclinado. Tal sustitucion se indica en la Fig. 6-7b para el apoyo mos- 
trado en la Fig. 6-7a. Tambien se indica una sustitucion similar en 
la Fig. 6-7d para el apoyo del marco de la Fig. 6-7c. En este ultimo 
caso, el area A x de la section transversal debe ser grande y el mo- 
menta de inertia l z debe ser cero. Ya que las areas reetas de 
los miembros sustitutos songrandes, comparadas con las de los otros 
miembros de la estructura, sus cambios axiales de longitud seran 
despreciables en el analisis total. Asi pues, tales miembros crearan 
esencialmente los mismos efectos que los apoyos libres en los pianos 
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inclinados. Tambien las fuezas axiales en los miembros sustitutos 
seran aproximadamente las mismas que las reacciones de los apoyos 
llbres. La longitud de un miembro sustltuto debera ser, cuando 
menos, del mismo orden de magnitud que los otros miembros en la 
estructura para asegurar que el angulo de rotacion del miembro es 
pequeno. La ventaja de este metodo de manejar apoyos inclinados 
radica en el hecho de que la sum a de uno o dos miembros y nudos 
extra no requiere de ningun cambio en los programas del Cap. 5. 
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Fig. 6-7. Apoyos inclinados 

Un tercer metodo para el problema de apoyos inclinados requiere 
una modification del metodo de escribrr ecuaciones de accion en el 
metodo de la rigidez. Estas ecuaciones representan las sumas de 
fuerzas y pares en las direcciones de los ejes de la estructura. Sin 
embargo, en un apoyo inclinado las direcciones adecuadas son pa- 
ralelas y perpendiculares a los pianos inclinados. Asi pues, la formu- 
lation total de las ecuaciones de accion para la estructura debera 
incluir algunas ecuaciones que estan escritas para ejes onrientados 
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con las restricciones , en vez de los ejes orientados con la estructura. 
Un juego de ejes orientados con las restricciones x R , y R y z K se mues- 
tra en la Fig. 6-7c en union con el apoyo inclinado. Las acciones y 
desplazamientos en un apoyo inclinado se pueden transformar de 
los ejes de la estructura a los ejes de restriction (o viceversa), usan- 
do el tipo de matriz de rotacion R descrito en el Cap. 4. En este caso, 
la matriz R consistira de los cosenos directores de los ejes de restric- 
cion con respecto a los ejes de la estructura. Ademas, la matriz 
de rigidez total de nudo Sj se puede formar con respecto a los ejes de 
la estructura como antes y, entonces, los renglones y las columnas 
asociados con los apoyos inclinados se pueden alterar por operaciones 
en la matriz usando una matriz apropiada de rotacion transformada 
Rr. La matriz R r contiene como submatrices en la diagonal principal 
ya sea la matriz identidad o la matriz de rotacion R. La ultima apa- 
rece en las posiciones que corresponden a los apoyos inclinados. Las 
operaciones requeridas se pueden representar simbolicamente multi- 
plicando antes la ecuacion de accion total (Ec. 6-25 antes de nuevo 
arreglo) por la matriz R r e insertando I = R- 1 R r = R' r R r en el ulti- 
mo termino como sigue: 

RrAj = RrAjl + RrSjRrRrDj (6-30) 

La Ec. (6-30) representa, en general, un cambio de coordenadas y las 
cantidades en el nuevo sistema de coordenadas se pueden identificar 
con un asterisco y definir como sigue: 


RrAj = 

Aj 

(a) 

RrAjl = 

AjL 

(b) 

RrSjR^ = 

Sj 

(c) 

RrDj = 

Dj 

(d) 


Cuando la Ec. (6-30) se vuelve a escribir en estos terminos, se con- 
vierte en: 

Aj = Aj L + SjDj . (6-32) 

que tiene la misma forma de la Ec. (6-25). La solution para los 
desplazamientos y reacciones en el nuevo sistema de coordenadas 
se puede llevar al igual que antes, pero el calculo de las acciones de 
extremo de los miembros requiere que D* se transforme de nuevo a 
las coordenadas originales, haciendo uso de la Ec. (6-3 Id). Por lo 
tanto, 

Dj = Rr’DJ — RkD* (6-33) 

Entre los tres metodos arriba descritos para manejar apoyos 
inclinados, el camino que utiliza miembros sustitutos es el mas conve- 
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niente, debido a que no requiere cambios en el programa del Cap. 5. 
Aunque el metodo que incluye la rotacion de ejes es matematica- 
mente mas elegante, su aplicacion incluye un aumento sustancial en 
el monto del programa. 

6.7. Apoyos elasticos. Puedeii existir casos ’ de apoyos -"eoncondi- 
ciones de restriecion que son intermedios entre los extremos de 
restriccion nula y restriecion- total. Si tales restricciones contra trans- 
lation o rotacion son linealmente elasticas, se pueden incluir facil- 
mente dentro del alcance del metodo de analisis de la rigidez. 

A fin de ilustrar las condiciones de apoyo elastico, considerese 
la viga continua mostrada en la Fig. 6-8. Una comparacion de esta 
figura con la Fig. 4-7a, en el Art. 4.8, muestra que las restricciones 
totales y nulas en cada nudo se han reemplazado por resortes elasti- 
cos que tienen sus constantes de rigidez indicadas por el slmbolo S R . 
Las rigideces numeradas impares son restricciones contra translacio- 
nes en la direction de y; las rigideces numeradas pares son restric- 
ciones contra rotaciones en el sentido de z. Si existen dos resortes 
en cada nudo y si hay m miembros en la viga habran + 1) 
restricciones elasticas y el analisis de la estructura por el metodo de 
la rigidez implicara ese numero de grados de libertad. La estructura 
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Fig. 6-8. Viga con apoyos elasticos 

restringida para la viga en la Fig. 6-8 sera la misma que antes (vease 

la Fig. 4-7b), pero la matriz de rigidez de nudo se alterara debido 
a las rigideces de restriccion S K . Si estas rigideces de restriccion se 
suman a los elementos diagonales de la matriz de rigidez total de 
nudo S.,, entonces puede usarse la matriz resultante en la solution 
para los desplazamientos de nudo como en el Art. 4-8. Las acciones 
de extremo de los miembros se pueden tambien calcular como se 
describio en ese articulo. Por otro lado, las reacciones en los apoyos 
elasticos seran iguales a las acciones en los resortes elasticos y se 
pueden calcular como los productos negativos de las constantes de 
los resortes por los desplazamientos de nudo. Por lo tanto: 

Ar = —SrDj 


(6-34) 
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Fig. 6-9. Susdtucion dc miembros 


Aunque una viga sirve como ejemplo en la discusion anterior, 
este metodo de manejar apoyos elasticos es aplicable a todos los 
tipos de estructuras reticulares. 

Una alternativa al problema de apoyos elasticos es sustituir 
miembros estructurales equivalentes por las restricciones. Como 
ejemplo de esta tecnica, considerese el problema de manejar el nudo 
j de la armadura plana mostrada en la Fig. 6-9a. El nudo esta res- 
tringido contra translation por dos resortes que tienen las rigideces 
de (S«)sm y ( . Los dos resortes se pueden reemplazar por los 
dos miembros de armadura adicional 1 y 2 mostrados en la Fig. 6-9b. 
A estos miembros se les pueden asignar arbitrariamente las longitudes 
L, y Lj, comparables con las longitudes de los otros miembros de la 
armadura, y areas de section transversal A X \ y A x ., que se calculan 


como sigue.- 


A at = yr (Sr)2j-i 


La asignacion de estas areas transversales da las rigideces axiales 
de los miembros sustitutos iguales a las restricciones elasticas que 
ellos reemplazan. 

Un ejemplo similar se ilustra en las Figs. 6-9c y 6-9d, que mues- 
tran un nudo j en un marco piano. La sustitucion de los miembros 
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1 y 2 paxa las restricciones contra translacion (vease la Fig. 6-9d) 
es similar a la del ejemplo de la armadura plana, excepto que los 
momentos de inercia de esos miembros deben ser iguales a cero. Una 
sustitucion adecuada para restriccion rotacional de rigidez (Sn) 3 j 
consiste de una barra de torsion, indicada como miembro 3 en la 
Fig. 6-9d, paralela al eje z (y, por lo tanto, perpendicular al piano 
del marco). A este miembro se le asignarla una longitud arbitraria 
L ;1 y una constante de torsion I X3 que se calcula como sigue: 

la = ^ (&)„■ 

La dificultad que se presenta en este ejemplo es que el marco piano 
se conyierte en un marco en el espacio, debido a la adicion del miem- 
bro 3, y el analisis de la estructura debe proceder sobre esa base. Por 
lo tanto, pueden existir algunos casos en los cuales el metodo de 
reemplazo es desventajoso comparado con el primer metodo ante- 
riormente discutido, que consiste en aumentar directamente la ma- 
triz de rigidez de nudo. 

6.8. Miembros no prismaticos. Los miembros no prismaticos son 
miembros que no tienen la misma seccion transversal de un extremo 
a otro. Ejemplos de estos son los miembros ahusados o miembros 
prismaticos que tienen refuerzos en partes de sus longitudes. Ademas, 
los miembros que no tienen ejes rectos se clasifican automatica- 
.mente como no prismaticos. La incorporacion de miembros no pris- 
maticos al metodo de analisis de la rigidez requiere del reconocimiefi- 
to del hecho de que las rigideces de miembro y las acciones de 
empotramiento no son las mismas que para miembros prismaticos. Por 
lo tanto, si las dos matrices S M y T ML se reemplazan por sus partes 
correspondientes para cada miembro no prismatico, el metodo de 
analisis de la rigidez sera por el contrario inalterado. La misma con- 
clusion general, a saber, que la unica alteracion en el metodo de 
analisis de la rigidez es en la determinacion de las rigideces de miem- 
bro y acciones de empotramiento, se aplica tambien a los topicos 
discutidos en los articulos restantes de este capltulo.* 

Existen varios metodos adecuados para analizar miembros no 
prismaticos. Algunas veces es posible obtener los elementos de S M 
y Tmi, por derivaciones analiticas directas, como es el caso en que 
las variaciones en las propiedades de seccion se pueden expresar 
como funciones adecuadas de x M . En tal caso, cada elemento de 

* Muchas f6rmulas y derivaciones para rigideces y acciones de empotramiento se pue- 
den encontrar en Moment Distribution, por J. M. Gere, D. Van Nostrand Company, Inc., 
Princeton, N. J. 1963. Sc encuentran fdrmulas que incluyen todos los temas discutidos en 
los Arts. 6.8 nasta 6.12 de este capitulo. 
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S M y T ml se puede expresar por una formula que incluye los para- 
metros del miembro, tal como en el caso de una viga prismatica. Por 
otro lado, los elementos de S M y T ML siempre se pueden de terminal - 
en forma numerica, ya sea obteniendo los valores de graficas o ta- 
blas,- previamente preparadas, u obteniendo los valores por medio 
de un procedimiento de integracion numerica apropiado. 

Un metodo factible para analizar una estructura con miembros 
no prismaticos consiste en suponer nudos en puntos intermedios a 
lo largo de las longitudes de cada miembro no prismatico. Un seg- 
mento entre dos nudos de ese tipo se puede considerar como un 
miembro prismatico (si no es ya prismatico) obteniendo sus propie- 
dades de seccion al promediar las de los dos extremos del segmento. 
Este procedimiento hara que la matriz de rigidez S para la estructura 
se haga muy grande, pero no se requiere ningun cambio en los pro- 
gramas de computacion del Cap. 5. 

Otro metodo toma en cuenta la determinacion de las propiedades 
de cada miembro no prismatico por metodos matriciales. Este pro- 
cedimiento sera ilustrado usando como ejemplo una viga. La Fig. 



Fig. 6-10. Viga no prismatica 
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6-1 Oa muestra una viga no prismatica que consiste de 2 segmentos 
prismaticos marcados como submiembros 1 y 2. Esta discusion se 
aplica para cualquier numero de segmentos, pero solo se toman dos 
por simplicidad. Considerese la viga como una estructura aislada 
que tiene dos grados de libertad en el punto 2 y un total de cuatro 
restricciones de apoyo en los puntos 1 y 3. Hagase que las cantidades 
que pertenecen a los grados de libertad en el problema se distingan 
por el suscrito A y las que pertenecen a las restricciones de apoyo por 
el suscrito B. Las relaciones totales entre accion y desplazamiento 
para esta estructura (vease la Ec. 6-25) se pueden escribir en la for- 
ma dividida y nuevamente arreglada, como sigue: 



Llevando a cabo las multiplicaciones indicadas el resultado es 

Aa = SaaDa 4" SabDb (6-36) 

Ar = SbaDa + SbbDb (6-37) 

Resolviendo para D A en la primera ecuacion se obtiene: 

Da = Sa2(A a — SabDb) (6-38) 

En seguida sustituyendo esta expresion para D A en la segunda ecua- 
cion y arreglando nuevamente da: 

A B - SbaSlJAa = (Sbb - S B aSLa 1 Sab)D b (6-39) 

El miembro izquierdo de la Ec. (6-39) contiene las acciones del 
tipo B menos un termino que incluye los efectos de las acciones 
del tipo A. Si los desplazamientos D B son todos iguales a cero (miem- 
bro doblemente empotrado), la Ec. (6-39) da la siguiente relacion 
entre las acciones del tipo B y A: 

Ab = SbaSiIAa 

Por consiguiente, la matriz de cambio para acciones de tipo B de- 
bidas a acciones unitarias del tipo A es 

Tml = SbaSiI (6-40) 

Los elementos de esta matriz de cambio se ilustran en las Figs. 
6- 10b y 6-1 0c, que muestran los efectos de acciones unitarias en el 
punto 2. Notese que la matriz de cambio T ML dada por la Ec. (6-40) 
para un punto donde la seccion cambia, es ligeramente diferente de 
la anteriormente discutida en el Art. 6.3, que era una matriz de cam- 
bio para acciones de extremo debidas a acciones unitarias en cual- 
quier punto a lo largo de la longitud de un miembro prismatico. 
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Si todas las acciones del tipo A se hacen iguales a cero, la Ec. 
(6-39) se convierte en 

Ab = (S B b — SbaSI a Sab)D b 

Ya que las acciones A B y los desplazamientos D B son correspondien- 
tes, el termino del parentesis se convierte en la matriz de rigidez 
para desplazamientos unitarios de los extremos del miembro no 
prismatico; por lo tanto: 

Sm = S B b — SbaSiISab (6-41) 

La sustitucion de la Ec. (6-40) en el ultimo termino de la Ec. (6-41) 
da: 

Sm = Sbb — TmlSab (6-42) 

En resumen, la matriz de rigidez de miembro S M y la matriz de 
cambio T ML para un miembro no prismatico se puede determinar sub- 
dividiendo el miembro en un numero de segmentos, cada uno de los 
cuales se trata como un miembro individual. La matriz de rigidez 
total de nudo se obtiene y se divide como se muestra en la Ec. (6-35) 
para dar las matrices 1S AA , S AB , S BA y S BB . La inversion de la matriz 
S AA y la sustitucion de las matrices apropladas en las Ecs. (6-40) y 
(6-42) produce la matriz de cambio T ML y la matriz de rigidez S M 
para el miembro no prismatico. El uso de las Ecs. (6-40) y (6-42) 
sera mostrado por un breve ejemplo. 

Ejemplo: Suponga que la viga no prismatica en la Fig. 6-10 tiene las 

siguientes propiedades: 

Li = Li = L I zi = I j Z 2 = 2 1 

La matriz de rigidez total nuevamente arreglada y dividida para la es- 
tructura es: 



36 
6 L 

6L 
12 L 2 

-12 
6 L 

-6L 

2L 2 

-24 
— 12L 

12L" 

4L 2 

-12 

6 L 

12 

6L 

0 

0 

— 6 L 

2L 2 

6L 

4 U 

0 

0 

-24 

— 12L 

0 

0 

24 

— 12L 

12L 

4 L 2 

0 

0 

— 12L 

8 L 2 


La sustitucion de las submatrices apropiadas de esta matriz en las Ecs. (6-40) 
y (6-42) produce la matriz de cambio T ML y la matriz de rigidez de miembro 
S M para el miembro no prismatico, como sigue ; 
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“-15L 2 

24L" 

1 

— 7L 3 

9L 2 

33L 2 

— 18L 2 

-24 L 


10L 3 

6 L 2 

6 

5 L - 

-6 

5 L 

6L 2 - 

-5 L 

-6 

-5 L 

6 - 

7 L 

4L 2 - 

-7 L 


El metodo arriba descrito para determinar las matrices T ML y 
S M para miembros no prismaticos se explico utilizando como ejem- 
plo una viga de dos segmentos, pero el metodo es mas general.* Las 
Ecs. (6-40) y (6-42) se pueden aplicar a cualquier tipo de miembro 
estructural que tenga eje recto o curvo dividido en cualquier nu- 
mero de segmentos. 

6.9. Discontinuidades en los miembros. La Fig. 6-11 muestra los 
tipos de discontinuidades parciales que pueden existir en los miem- 
bros de estructuras reticulares. Los simbolos en las Figs. 6-1 la, 
6-1 lb, 6-1 lc y 6-1 Id indican la imposibilidad de transmitir cortante, 
momento, fuerza normal y torsion, respectivamente. De estas impo- 
sibilidades de transmitir acciones resultan discontinuidades en des- 
plazamientos de translation o rotation. Tambien son posibles las 
combinaciones de estas discontinuidades, y la discontinuidad com- 


(a) (b) (c) (d) 

Fig. 6-11. Discontinuidades parciales 

pleta toma la forma de extremo libre. La naturaleza general de una 
estructura reticular determina los tipos de discontinuidades que son 
importantes. En vigas, por ejemplo, solo son de importancia dis- 
continuidades de cortante y momento. Las matrices de rigidez de 
miembro y las matrices de cambio de acciones de extremo para vigas 
que tienen tales discontinuidades se presentan en este artlculo, y los 
conceptos se. pueden extender tambien a los miembros de otros tipos 
de estructuras. 

Considerese primero la posibilidad de una discontinuidad al 
cortante o al momento en el extremo de una viga prismatica. Las 
Figs. 6-12a y 6-1 2b muestran tales condiciones a una pequena dis- 
tancia del extremo j de un miembro restringido; las Figs. 6-1 2c y 
6-1 2d indican las mismas condiciones en el extremo k. Las matrices 

* El proceso de eliminar una o mas matrices sustituyendo una ecuacidn matricial en 
otra, como se hizo en la deduccion de la Ec. (6-39), algunas veces se conoce como 
condensation de matrix. Por lo tanto, las matrices Sm y Tmi. para los miembros no piis- 
mdticos representan combinaciones de otras matrices obtenidas por procedimientos de con- 
densacidn. 
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de rigidez de miembro S M para estos casos se obtienen facilmente 
por analisis de las vigas mostradas en la figura y se enumeran en la 
Tabla 6-1 como matrices (a) hasta -(d). En las Figs. 6-12a hasta 
6-12d tambien se muestran las acciones A t y A 2 a la distancia a 
del extremo j del miembro; las matrices de cambio T ML para las ac- 





(f) 


Fig. 6-12. Discontinuidades en un miembro de una viga 

ciones de empotramiento resultan tes se dan en la Tabla 6-2 como 
matrices (a) hasta (d). Si. las matrices S„ y T M i, mostradas en las 
Tablas 6-1 y 6-2 se usan para el miembro de una viga que tenga 
discontinuidad al cortante o al momento en cualquier extremo, el 
analisis precede, entonces, como antes, sin requenrse mas modi- 
ficaciones. 
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TABLA 6-1. MATRICES DE RIGIDEZ DE MIEMBRO PARA LAS VIGAS DE 

LA FIG. 6-12 


EI Z 

"0 

0 

0 

0 


1 

0 

-1 

L ~ 

0 

1 

0 

-1 

3 El 2 
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0 

0 

L 

0 

0 

0 

0 

L 3 

-1 

0 

1 

-L 


_0 

-1 

0 

1 


L 

0 

— L 

L 2 


(a) (b) 


“0 

0 

0 

0“ 


1 

L 

-1 

0 

0 

1 

0 

-1 

3 EIz 

L 

L 2 

—L 

0 

0 

0 

0 

0 

L 3 

-1 

-L 

1 

0 

0 

-1 

0 

1 


0 

0 

0 

0 


( c ) (d) 


'0 0 

0 

0“ 


r i 

a 

-1 

b ~ 

0 1 
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-1 

3 EIz 

a 

a 2 

— a 

ab 

0 0 

0 

0 

a 3 + b 3 

-1 

— a 

1 

-b 

_0 -1 

0 

1 


b 

ab 

-b 

6 2 _ 


Considerese en seguida la determination de la matriz de rigidez 
Sm una viga que tlene discon tinuidad al cortante o al momento 
en un punto intermedio. Las Figs. 6-12e y 6-12f muestran tales 
vigas con las discontinuidades a una distancia a del extremo j del 
miembro. Un metodo de analizar estas vigas consiste en tratarlas 
como dos miembros, suponiendo un nudo justamente a la izquierda o 
a la derecha de la discontinuidad. Entonces, uno de los submiem- 
bros tendra una discontinuidad en un extremo (como en las Figs. 
6-12a hasta 6-12d) y el otro submiembro no tendra discontinuidades. 
Este metodo tiene la ventaja de que no se requieren nuevas matrices 
mas que las arriba discutidas. Altemativamente, las matrices de ri- 
gidez para vigas que tienen discontinuidades en puntos intermedios, 
siempre se pueden obtener directamente de un analisis elemental 
de la viga. Los resultados de tales analisis para las vigas en las Figs. 
6-12e y 6-12f se dan en la Tabla 6-1 como matrices (e) y (f). 

Las matrices de cambio T M l para acciones de empotramiento para 
vigas con discontinuidades en puntos intermedios, tambien se pueden 
encontrar por los procedimientos arriba mencionados. Si las acciones 
A, y A 2 se aplican justamente a la izquierda de las discontinuidades 
(veanse las Figs. 6-12e y 6-12f), las matrices de cambio tienen las 
formas dadas en la Tabla 6-2 como matrices (e) y (f). Si las ac- 
ciones A, y A., se aplican justamente a la derecha de las discontinui- 
dades, las matrices son las dadas en la Tabla 6-2 como matrices 

(g) y (h). 

Notese que las matrices de cambio (e) a (h) en la Tabla 6-2 
son para las acciones de extremo en j y k debidas a las acciones 
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TABLA 6-2. MATRICES DE CAMBIO PARA LAS VIGAS DE LA FIG. 6-12 


1 

~ 0 

0 " 



6 2 (2L + a) 

36 (L + a) ' 

b 2 

-26 

1 


0 

0 

2 L 

-2 L 

0 

2 L 3 

- 

a(3L 2 - a 2 ) 

— 36(L + a) 


b(L + a) 

— 2a_ 


_ 

abL{L -f- a) 

L(L 2 - 3a 2 ) 


(a) I! (b) 


1 

~—2L 

0 ~ 


- 

6(3L 2 - 6 2 ) 

3a(L + 6) ” 

— a(L -f- 6) 

-26 

1 

- 

abL(L + 6) 

L(L 2 - 36 2 ) 

2 L 

0 

0 

2 L 3 

— 

a\2L + 6) 

— 3a(L -j- 6) 


a 2 

— 2a_ 


_ 

0 

0 


(c) ||! (d) 


1 

~—2L 
-a(L + 6) 

0 " 
-26 

1 


26 3 

2a6 3 

3a 2 

a 3 - 26 3 

2 L 

0 

0 

2(a 3 + 6 3 ) 

— 

2a 3 

-3a 2 


_— a 2 

(e) 

— 2a_ 

- 

2a 3 6 

. 3a 2 6 

(f) 


_1_ 
2 L 


0 
6 2 
-2 L 
b(L -)- a) 

(g) 



1 

2(a 3 + 6 3 ) 



26 3 

36 2 

— 

2ab 3 

Sab 2 

— 

2 a 3 

— 36 2 


2a 3 b 

-2a 3 + 6 3 _ 


(h) 


unitarias aplicadas adyacentes a las discontinuidades. Si las acciones 
se aplican en otros puntos a lo largo de la longitud, se pueden for- 
mar matrices de cambio adecuadas para los casos en que x Mx < a 
y Xui > a. Una forma de obtener estas matrices de cambio es hacer 
uso de las matrices dadas en la Tabla 6-2. Con este fin se impone 
una restriccion temporal en un punto adyacente a la discontinuidad 
y las matrices (a) hasta (d) se usan para calcular las acciones de 
restriccion en ese punto. Los valores negatives de esas acciones cons- 
tituyen las cargas equivalentes adyacentes a la discontinuidad, y 
las matrices (e) a (h) se pueden usar para cambiar los efectos 
en los extremos del miembro. 

Matrices similares a las de las Tablas 6-1 y 6-2 se pueden formar 
para miembros de otros tipos de estructuras reticulares. Los marcos 
y parrillas pueden tener tales discontinuidades, pero el topico es 
de menor importancia en armaduras, debido a que los extremos de 
todos los miembros se supone que estan articulados y cualesquier 
discontinuidad adicional es improbable. 

Es interesante notar que ciertas discontinuidades en miembros 
se pueden tomar en cuenta por cambios triviales en el analisis. Por 
ejemplo, si un miembro de un marco piano tiene articulaciones en 
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ambos extremos, su matriz de rigidez de miembro sera la misma que 
para un miembro de una armadura en el espacio. Tal miembro se 
puede manejar en el programa de computacion para un marco pia- 
no (Art. 5.6) simplemente haciendo su momento de inercia de la 
seccion transversal I s igual a cero. Tales artificios pueden ordinaria- 
mente usarse con ventaja sin recurrir a una programacion adicional. 

6.10. Conexiones elasticas. Los nudos de estructuras reticulares 
generalmente se idealiza que son ya sea articulaciones o completa- 
mente rigidos. Sin embargo, las conexiones mismas pueden tener 
un grado de flexibilidad significativo que puede ser importante en 
el analisis. Si se supone que tales conexiones son linealmente elas- 
ticas, se pueden incorporar a las propiedades de rigidez de los miem- 
bros individuales como modificaciones de los casos idealizados. 

Varios tipos de conexiones elasticas son teoricamente posibles, 
de acuerdo con las translaciones y rotaciones relativas que puedan 
ocurrir en los nudos de la estructura. Las conexiones para cortante, 
momento flexionante, fuerza normal y torsion pueden poseer cier- 
to grado de flexibilidad, pero lo mas importante de estas es el tipo 
rotacional que transmite momento flexionante. Este tipo de conexion 
se estudia en este artlculo en union con el analisis de vigas. Las 
ideas, por supuesto, se pueden extender a otros tipos de conexiones 
elasticas y otros tipos de estructuras reticulares. 

La Fig. 6-13 muestra una viga prismatica con una conexion elas- 
tica rotacional a una pequena distancia de cada extremo. Hagamos 



Fig. 6-13. Viga con conexiones elasticas 


que S,, sea la constante de rigidez para la conexion elastica en cada 
extremo del miembro. Una constante de ese tipo se define como el 
momento por rotation relativo unitario en la conexion elastica. La 
constante de rigidez S E sera incorporada en la matriz S M y en la ma- 
triz de cambio T MI , para el miembro. Por conveniencia en la escritura 
de estas matrices, se definen los siguientes parametros adimensio- 
nales: 
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ci = e + 1 
e4 = 4 e + 1 


e& = 6e + 1 


La matriz de rigidez de miembro modifica S M para la viga en la 
Fig 6-13 se puede terminar analizando el miembro como un pro- 
blem de’desplazamientos de apoyo (vease el Art. 6.5) para una viga 
con apoyos elasticos (vease el Art. 6.7). Los desplazamientos umta- 
rios de los apoyos produciran reacciones de apoyo que se convier en 
en los elementos de S M . La Tabla 6-3 muestra la matriz resultante 
v el lector debe comparar esta tabla con la Tabla 4-2 del Cap. 4. 
Notese que cuando se le permite a S E tender al infmito (para- una 
conexion rlgida) la constante e tiende a cero y la matnz en la Ta- 
bla 6-3 se convierte en la misma de la Tabla 4-2. 

TABLA 6-3. MATRIZ DE RIGIDEZ DE MIEMBRO PARA VIGA CON 
CONEXIONES ELASTICAS 


r e 3 r 2 e * T 


69 

L 3 


L 3 62 L 2 62 


- u ^ 


Similarmente, se pueden deducir en forma literal formulas para 
los elementos de la matriz de cambio T MJ ,; los resultados se enume- 

TABLA 6-4 MATRIZ DE CAMBIO PARA VIGA CON CONEXIONES 
" ‘ ELASTICAS 


Tml .= 


b 2 9 , , , oao 

~~r (3ae 2 T be^) . C 1 C 2 

L -O 

-— (ae 2 + be 4 ) (2a 3 d + 3 a 3 6e 2 - 5 3 e 4 ) 

L D 


12e 2 a6 + ejL 2 a 2 2, 6a6 

— -7 (ae 4 + 36 e 2 ) — T e t e 2 

L h 


— (ae. 4 + be 2 ) 7; (-a 3 e 4 + 3 ab 2 e 2 + 26 3 e,) 
L L 
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ran en la Tabla 6-4. Cuando e se hace igual a cero, los elementos 
de T m , en esta tabla se convierten en los mismos de los de la Ec. (6-4) 
para una viga con nudos rigidos (vease el Art. 6.3). 

Tambien se pueden deducir matrices similares a las de las Ta- 
blas 6-3 y 6-4 para el caso de conexiones alasticas desiguales en los 
extremos j y k de la viga y para el caso de una conexion elastica 
en solo un extremo de la viga. Ademas, otros tipos de conexiones 
elasticas y otros tipos de miembros estructurales se pueden considerar. 

6.111 Deformaciones por cortante. En vigas, marcos y parrillas, 
las deformaciones de miembros debidas a fuerzas cortantes pueden 
ser de magnitud significativa. Si esto es cierto, los efectos de defor- 
maciones por cortante deben ser incluidos en los analisis de tales 
estructuras haciendo las modificaciones apropiadas de las matrices 
Sm y T ml . Las matrices modificadas para vigas prismaticas se presen- 
tan en este articulo y los cambios hechos en las matrices de viga se 
pueden facilmente extender para obtener los cambios requeridos en 
las matrices para marcos y parrillas. 

Los elementos de la matriz de rigidez de miembro S M de 4 X 4 
se modificaran debido al hecho de que todos los desplazamientos 
unitarios de los extremos de una viga restringida producen cortante 
en el miembro. Considerese, por ejemplo, un desplazamiento unita- 
rio del extremo j del miembro en la direction de y^, como se muestra 
en la Fig. 6-14. El desplazamiento unitario consiste de dos partes, 
como sigue: 

SmuL 3 SMllLf _ 

12 EIz GA X ~ (a) 

La primera parte se debe a las deformaciones por flexion en el miem- 
bro; la segunda se debe a las deformaciones por cortante (vease el 
Apendice A). Es conveniente introducir la constante adimensional 
de cortante g con el fin de simplificar a la Ec. (a): 


a = , RAA . 

9 GAxL* (6_44) 

Resolviendo la Ec. (a) para S im en terminos de la constante de 
cortante g, se tiene el siguiente resultado: 


S 


Mil 


12 EIz ( 1 \ 

L z \1 + 2 g) 


(b) 


Las expresiones para las otras acciones de restriction en la Fig. 
6-14 se obtienen facilmente por principios de equilibrio, y estas ac- 
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ciones se convierten en elementos en la primera columna de la ma- 
triz de rigidez de miembro S M modificada. Las otras columnas de la 
matriz de rigidez se pueden obtener en una forma similar y los re- 
sultados se dan en la Tabla 6-5. Notese que si la constante de cor- 
tante g se hace igual a cero, la matri 2 ; en la Tabla 6-5 se convierte 
en la misma de la Tabla 4-2. 




Zu 

Fig. 6-14. Rigideces de miembro 


TABLA 6-5. MATRIZ DE RIGIDEZ DE MIEMBRO PARA VIGA CON 
DEFORMACIONES POR CORTANTE 

12 j6_ jjj _12 6 

L 3 L 2 L 3 L 2 

l‘ i( 1+ l) ~h ! (1_s) 

12 _ 6 _ 12 __ 6 _ 

L 3 ~ L 2 L 3 L 2 

1 2 _6. ±( 1 + i) 

L 2 9) L 2 L\ 2/ 

La matriz de cambio T M i. para una viga debe tambien modificarse 
para los efectos de deformation por cortante. Esta matriz se puede 
formar sin ninguna dificultad y la Tabla 6-6 muestra los resultados. 
Si la constante g es igual a cero, los elementos en la Tabla 6-6 se 
hacen iguales a los de la Ec. (6-4). 

Por lo tanto, los efectos de deformaciones por cortante en vigas 
se pueden tomar en cuenta en forma conveniente usando las matri- 
ces modificadas S M y T ML descritas en este articulo. 

6.12. Interaction axial-flexion. Los miembros estructurales que 
soportan tanto fuerzas axiales como momentos flexionantes estan 
sujetos a una interaction entre estos dos efectos. La deflexion lateral 
de un miembro produce momentos flexionantes adicionales debido 
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i 


ti 


|j 


! 


I 


TABLA 6-6. MATRIZ DE CAMBIO PARA VIGA CON DEFORMACIONES 

POR CORTANTE 

“ [3a + b + 2b(L/b) 2 g] 

Cl + (Wb)g] 

~~ [a + 36 + 2 a(L/a) 2 g] 

L 3 

Cl + ( L/a)g ] 

a la presencia de una fuerza axial. Si esta interaction axial-flexion se 
toma en cuenta, la matriz de rigidez de miembro S M y la matriz de 
cambio T ML se deben alterar. Los cambios que se requieren en estas 
matrices para una viga sujeta a los efectos axiales y de flexion se 
describen en este artlculo; las ideas tambien se pueden extender a 
otros tipos de estructuras. 

Considerese primero los cambios que se requieren en la matriz de 
rigidez de miembro S M para una viga. Las Fig. 6-15a y 6-15b mues- 
tran una viga restringida que soporta una fuerza axial de compre- 
sion P y que esta sujeta a una translation unitaria y a una rotacion 





(b) 


Fig. 6-15. Viga con fuerza axial 
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unitaria en el extremo j (se omiten las figuras que muestran despla- 
zamientos similares en el extremo k). La fuerza axial puede ser 
de tension o compresion, pero la compresion generalmente es de 
mayor interes que la tension debido a la posibilidad de pandeo. De- 
bido a los desplazamientos laterales mostrados en las figuras, los 
momentos flexionantes en la viga se modifican por la presencia de 
la fuerza axial. Los terminos en la matriz de rigidez de miembro S M 
se indican en la Tabla 6-7 y se expresan en terminos de las cuatro 

TABLA 6-7. MATRIZ DE RIGIDEZ DE MIEMBRO PARA VIGA SUJETA A 

FUERZA AXIAL 



funciones de rigidez s t , s-, y s», s,. Estas funciones se definen en la 
Tabla 6-8 para los casos de una fuerza axial que es compresion, 
tension o cero. Todas estas formulas se pueden deducir por analisis 
elemental de viga, considerando la presencia de la fuerza axial (ana- 
lisis de viga-columna). 

La matriz de cambio T MI , tambien se afecta por la presencia 
de una fuerza axial y los elementos de esta matriz se pueden tambien 
obtener por analisis de viga-columna. 

Si se van a tomax en cuenta en el analisis de marcos pianos o 
en el espacio las interacciones axial-flexion, es necesario hacer otras 
modificaciones al metodo de la rigidez ademas de las ya descritas. El 
analisis se complica por el hecho de que las fuerzas axiales en los 
miembros estan relacionadas con los desplazamientos’ de nudo. Por 
lo tanto, el analisis se debe conducir en una forma ciclica. En el 
primer ciclo de analisis, el metodo de la rigidez se aplica como se 
explico en el Cap. 4. En el segundo ciclo, las fuerzas axiales en los 
miembros, como se obtuvieron del primer ciclo, se emplean para 
determinar las rigideces de miembro modificadas dadas en la Tabla 
6-7 y tambien para determinar las acciones modificadas de empo- 
tramiento. El segundo ciclo se completa empleando las rigideces y 
las acciones de empotramiento modificadas, obteniendo asi los nue- 
vos valores de las fuerzas axiales. Este proceso se repite hasta que 
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TABLA 6-8. FUNCIONES DE RIGIDEZ PARA UNA VIGA SUJETA A 

FUERZA AXIAL 



dos analisis sucesivos producen, aproximadamente, los mismos re- 
sultados. 

El metodo ciclico de analisis arriba descrito se puede usar para 
determinar la carga de pandeo para un marco. Las cargas en el mar- 
co se pueden aumentar gradualmente hasta que la matxiz de rigidez 
S se hace singular. Esta singularidad es el criterio para obtener la 
magnitud de carga que produce la inestabilidad elastica en el modo 
fundamental de pandeo. 
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APENDICE A 


DESPLAZAMIENTOS DE ESTRUCTURAS 


A.l. Esfuerzos y deformaciones en barras. Siempre que una car- 
ga se aplique a una estructura se desarrollaran esfuerzos en el mate- 
rial y sucederan deformaciones. Deformacion significa cualquier cam- 
bi o en la forma de alguna p arte de la estructura, t al como un cambio 
en la forma de unelemento cortado de un miembro, mientras que los 
esfuerzos se refieren a las acciones distribuidas que ocurren inte ma- 
rnmte-rm-tr-e-elemeii tos adyacentes de Ja^eatructuxa. Se supone, erflos 
analisis subsecuentes, que las deformaciones son muy pequenas y que 
el matcrial-es- li-nealmente clasticQ (ley de Hooke). Bajo estas condi- 
ciones los esfuerzos son propor cionales a las deformaciones unitarias 
correspondientes en el material, y el principjo de su superposicion se. 
p uede usar para cc onbina j esfuerzos. deforma cione s unitarias y d& 
fom^ioneajiebid a varios sistemas de carga. 

Los principales tipos de deformaciones por considerar son las de- 
formaciones 4xi^>por t flexid^ por ^orsion)y por fcortante^ Estas se 
producen por resultantes de esfuerzo en la forma de fuerzas axiales, 
pares de flexion, pares de torsion y fuerzas cortantes, respectivamente. 
En cada uno de estos cuatro casos las expresiones para los esfuerzos 
que actuan en la seccion transversal, las deformaciones unitarias en 
un elemento y la deformacion de un elemento se resumen en este 
articulo. Ademas, se describen las deformaciones producidas por efec- 
tos de temperatura. 

El calculo de desplazamientos en estructuras se describe en los 
Arts. A. 2 y A. 3. Este tema es una parte importante del metodo de 
analisis de la flexibilidad (veanse los Caps. 2 y 3) y se presenta en 
este apendice con el fin de revisarse. Se encontrara mayor informa- 
cion sobre el tema en textos sobre mecanica de materiales y teoria 
elemental de estructuras. 

Deformaciones axiales. El miembro mostrado en la Fig. A- la se 
supone que esta sujeto a una fuerza P de tension en cada extremo. 
El miembro estara a^ fension pu ^^debidp,, a estas fuerzas, siempre y 
cuando cada fuerza)act ue en e l ifcentroid e del jrc alele seccion transver- 
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sal, A cualquier distancia x del extremo izquierdo el esfuerzo de ten- 
sion a x en la seccion transversal es 


en donde A es el area de seccion transversal. La^f^dd^StiHa 
axial j^en el miembro es igual al esfuerzo dividido entre el mSaillocif 
plastlcidadyE del material: 


— ^ A/ j 

La cantidad EA se denomiria rigidez axial de la barra. 

El cambio en longitud dA de un elemento de longitud inicial dx se 
indica en la Fig. A-lb y esta dado por la formula 

P 

dA = e x dx = — dx (A-3) 

La deformation total A de la barra mostrada en la Fig. A- la se obtiene 
integrando a dA a lo largo de la longitud L del miembro: 


A = / dA 


Si el miembro es prismatico y E es constante, la integracion de la Ec. 
(A-4) da: 


Esta ecuacion se puede usar para calcular el cambio en la longitud de 
una barra prismatica sujeta a una fuerza axial constante. 



Fig. A-l. Deform aciones axiales 


Si la fuerza axial P varla a lo largo de la longitud de la barra, la 
Ec. (A-4) puede aun usarse. Todo lo que es necesario es expresar a 
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P como una funcion de x y entonces llevar a cabo la integracion. Si 
la barra tiene ligeramente forma de cono, entonces A se debe expre- 
sar como funcion de x, despues de lo cual la integracion se puede ha- 
cer. Finalmente, debe notarse que todas las ecuaciones de arriba son 
validas para una barra de cualquier forma en su seccion transversal, 
siempre y cuando P actue a traves del centroide de la seccion. 

Deformaciones -por flexion. En la Fig. A-2a se muestra una ba- 
rra sujeta a momento flexionante puro producido por pares M que 
actuan en cada extremo de la barra. Se supone que el piano de flexion 
(el piano x-y) es un piano de simetria de la viga y, por lo tanto, el 
eje y es un eje de simetria del area de la seccion transversal (vease la 
Fig. A-2b). Este requis ite tambien sign ifica que los ejes y y z son ejes 
principals en el punt<xQ^ue es efcentroide de la seccion transver- 
sal. Con los pares flexionanteTTfefT-a^jmdo como se muestra en la 
Fig. A-2, se concluye que todos los desplazamientos de la viga estaran 
en el piano x-y* jfj 

En cualquier seccion transversal de la viga el esfuerzo de flexion 
<x* esta dado por la formula 





(c ) 


(d) 


Fig. A-2. Deformaciones por flexion 


* Si la seccion transversal de la viga no es simdtrica con respecto al eje y, el analisis de 
flexidn se hace mas complicado, ya que la flexidn no apaxecerd en un solo piano. Se bace 
entonces necesario tomax el origen O a travds del centro de cortante de la seccion transver- 
sal y tomar los ejes y y z como ejes principals a traves de ese punto, Entonces la viga se 
analiza por flexion en ambos pianos principales, asi como tambien por torsidn, y los resul- 
tados se combinan para dax los esfuerzos finales y desplazamientos. 



492 


ANALISIS DE ESTRUCTURAS RET1CULARES 


en donde y es la distancia del eje neutro (el eje z), a cualquier punto 
A en la seccion transversal (vease la Fig. A-2b), e l z es el momento 
de inercia del area de la seccion transversal con respecto al eje z. 
La deformacion unitaria por flexion e x en el mismo punto es igual al 
esfuerzo por flexion dividido entre el modulo de elasticidad; por lo 
tanto, 


El signo menos que aparece en las Ecs. (A-6) y (A-7) se debe a que 
los momjnT^^ producen' esfuerzos negativos 

f (comprb^n() en la region donde y es positiva> 

”ET angulo relativo de rotacion dd entre dos secciones transversales 

se muestra en la Fig. A-2c. Para angulos pequenos de rotacion este 
angulo se puede encontrar dividiendo el acortamiento ab de una fibra 
a la distancia y del eje neutro entre la misma distancia y. Ya que la 
distancia ab es igual a — e x dx, la expresion dd se convierte en 

— e x dx 


De la sustitucion de la Ec. (A-7) en esta ecuacion resulta: 

dd (A-8) 

[AlZ \ 

La cantidad EI Z en el denominador se le nombra la rigidez a la fle- 
xion de la viga. 

La expresion (A-8) se puede, en algunas ocasiones, usar para 
calcular angulos de rotacion y desplazamientos de vigas. Un ejemplo 
de este tipo se muestra en la Fig. A-2d, donde se supone que el extre- 
mo izquierdo A de la barra, que esta a flexion pura, se encuentra em- 
potrado en un apoyo y no gira. El angulo de rotacion 0 del extremo 
B se puede determinar integrando a dd (vease la Ec. A-8) a lo largo 
de la longitud del miembro. La expresion para d es 


en donde dx es la longitud del pequeno elemento ran de la viga. Si el 
miembro es prismatico y E es constante, la integration de la Ec. 
(A-9) da la siguiente expresion para el angulo en B por flexion pura: 


(A-10) 


Sin embargo, la Ec. (A-9) tambien se puede usar con buen exito para 
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casos en los cuales el momento flexionante varia a lo largo de la 
viga o tambien cuando la barra esta ligeramente ahusada. El proce- 
dimiento es sustituir la expresion apropiada para M e l z en la Ec. 
(A-9) y luego llevar a cabo la integration. 

La deflexion A en el extremo B de la viga (Fig. A-2d) se ve que 
consiste en la suma de las pequenas distancias dA, cada una de las 
cuales es una intersection de la vertical que pasa por B con las lineas 
tangentes que pasan por los puntos ray n. Por lo tanto, para pequenos 
angulos de rotacion la intersection dA es 

dA = (L — x)dd 

o, usando la Ec. (A-8), 

■ dA = (L - x) ~~ dx (A-ll) 

JhlZ 

La integracion a lo largo de la longitud del miembro da el desplaza- 
miento total A para una viga prismatica como sigue: 

A = / dA = l {L-x)§- z dx = §f z (A-12) 

Este ejemplo para una viga a flexion pura requiere unicamente 
calculos muy sencillos para encontrar el desplazamiento. El mismo 
esquema se puede usar si M o la rigidez a la flexion El z varia a lo 
largo de la longitud. 

Bajo condiciones mas generales se hace necesario emplear otros 
metodos para determinar los desplazamientos de vigas, tales como el 
metodo de carga unitaria descrito en el Art. A. 2. 

Deformaciones por torsion. Las deformaciones producidas por 
torsion pura de una barra que tiene una seccion transversal circular 
se ilustra en la Fig. A-3. La barra tiene una longitud L y esta sujeta a 
pares de torsion T en sus extremos (vease la Fig. A-3 a).* La defor- 
macion de un elemento localizado a una distancia x de un extremo 



Fig. A-3. Deformaciones por torsion 

* En este libro una flecha de doble punta (o vector) se usa para representar un par. El 
sentido del par es de acuerdo con la regia de signos de la mano derecha. 
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de la barra se muestra en la Fig. A-3b. La deformacion consiste en 
una rotacion relativa respecto del eje x de una seccion transversal 
con respecto a otra. El angulo relativo de rotacion se denomina cLf> 
en la figura. Asociados a la deformacion estan los esfuerzos cortantes 
y las deform aciones unitarias por cortante y. 

Los esfuerzos cortantes por torsion son directamente proporcio- 
nales a la distancia del eje longitudinal y, a una distancia r del eje 
(vease la Fig. A-3b), la intensidad de esfuerzo se da por la formula 

_ TV ^ 

T J ) ^ 2 - (A-13) 

en donde J es el momento polar de inercia de la seccion transversal 
circular; por lo tanto, J es igual a irR 4 /2, donde R es el radio de la 
barra. El maximo esfuerzo cortante aparece en la superficie exterior 
de la barra y se obtiene de la formula 

TR 

Tmax — j (A-14) 

El esfuerzo cortante que actua en secciones transversales circulares 
tiene siempre una direccion normal al radio y el mismo sentido de 
la torsion T. 

La deformacion unitana por cortante y en el radio r es igual al 
esfuerzo cortante dividido entre el modulo de elasticidad al cortante 
G del material; por lo tanto, 


_r _ Tr 
G~ GJ 


(A-15) 


La expresion para la maxima deformacion unitaria por cortante 
(vease la Fig. A-3b) es 


Tmax — 


(A-16) 


La cantidad GJ que aparece en la formula de arriba se denomina ri- 
gidez a la torsion de la barra. 

El angulo relativo de rotacion cUp entre los lados del elemento de 
la Fig. A-3b es 

d4l = ^dx 
K 

como se puede ver de la geometrla de la figura. Esta expresion toma 
la siguiente forma cuando se sustituye la Ec. (A-16): 


(A-17) 
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De la Ec. (A-17), el angulo total de torsion <\> (vease la Fig. A-3a) se 
pqede encontrar por integracion de d</> a lo largo de la longitud del 
miembro. El resultado es pi 

4> = J dtp = Jo -—j dx (A-18) 

que para miembros cillndricos con torsion constante T se convier- 
te en 



Todas las formulas arriba dadas se pueden usar ya sea para barras 
circulares solidas o tubulares. Por supuesto, en el ultimo caso J se 
debe tomar igual al momento polar de inercia de la seccion transver- 
sal anular. 

Debe notarse que la Ec. (A-18) se puede usar para barras circu- 
lares solidas o tubulares que esten sujetas a una torsion T que varia 
a lo largo de la longitud de la barra. Tambien se pueden usar cuando 
J varia, siempre y cuando la variation sea gradual. En cualquiera 
de estos casos la expresion para T o J, como una funcion de x, se 
sustituye en la Ec. (A-18) antes que la integracion se haya llevado 
a cabo. 

Si la seccion transversal de la barra no es circular o anular, el 
analisis de torsion es mas complicado que el arriba descrito para una 
barra con seccion circular. Sin embargo, para torsion pura en donde 
el par de torsion T es constante a lo largo de la longitud, la formula 
para el angulo de torsion (vease la Ec. A-19) se puede usar todavia 
con buen exito, siempre y cuando J se tome como la constante de 
torsion apropiada para la seccion transversal particular. En el Apen- 
dice C estan tabuladas constantes de torsion para varias formas de 
secciones transversales. 

Si la seccion transversaLdela barra no es circular aparecera ala- 
beo en la misma seccion ^Elaj abeo^ se refiere a desplazamientos lorf? 
gLtudinales-de-nunta.jda _.la seccion tranisA 'ITf^^ que esta : 

ya no es u na s tipe rficie plana. )E1 alabeo ocurre en eFcasb^de”vigas 
I y vigas canal, as! como otras secciones, y se requiere un analisis 
mas complicado. Sin embargo, en tales casos, por lo general, se en- 
cuentra que el analisis basado unicamente en torsion pura, despre- 
ciando los efectos de alabeo, da resultados conservadores. La torsion 
en donde aparece el alabeo se denomina torsion no uniforme * 

* Para la teoria de torsion no uniforme en vigas, vease S. P. Timoshenko, Strength of 
Materials, Parte II, tercera edicion, D. Van Nostrand Co., Inc., Princeton, N. J.. 1956, Pags. 
244-273. 
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Deformacion.es por cortante. Generalmente existen tanto fuer- 
zas cortantes como momentos flexionantes que actuan en las seccio- 
nes transversales de una viga. Por ejemplo, a una distancia x del 
apoyo empotrado de la viga en voladizo, mostrada en la Fig. A-4a,exis- 
tira un momento flexionante M (supongase positivo cuando la parte 
superior de la viga esta en compresion) dado por la ecuacion 

M = —P(L - x) (A-20) 

La direction positiva para M se muestra en la Fig. A-4b, lo cual 
muestra un elemento de longitud dbc de la viga. La fuerza cortante V 
es constante a lo largo de la longitud de la viga y se obtiene en este 
ejemplo de la expresion 

V = P (A-21) 

En esta expresion se supone que la fuerza cortante positiva es hacia 
abajo en el lado derecho del elemento y hacia arriba en el lado iz- 
quierdo (vease la Fig. A-4b). En un caso mas general, la fuerza cor- 
tante V, as! como el momento flexionante M, variaran a lo largo de 
la longitud de la viga. 



(a) (b) (c) 


Fig. A-4. Deformaciones por cortante 


Los esfuerzos cortantes en la seccion transversal de una viga, 
cuya seccion es rectangular, debidos a la fuerza cortante V se pueden 
encontrar por la formula 


( 4 - 22 ) 


en donde Q es el primer momento (o(inometno}estatico) respecto al 
eje neutro de la porcion del area de~seccidif^ transversal que esta 
afuera de la seccion donde el esfuerzo cortante se debe determinar; 


I z es el momento de inercia del area de la seccion transversal respec- 
to al eje neutro; y b es el ancho de la viga rectangular. La Ec. (A-22) 
se puede usar para encontrar esfuerzos cortantes en algunas otras 
formas de vigas; por ejemplo, se puede emplear para calcular losx es- 
fuerzos cortantes en el alma de una viga I, siempre y cuando lb ^sea 
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tomada como el espesor del alma de la viga a Por otro lado/no Jse 
puede emplea r para caIcular_esfuerzos en unajdg.a^e^sfiCGi6at»4^n^ 
versal circular. La deformacion unitaria al cortante y se puede en- 
contrar dividiendo el esfuerzo cortante r entre el modulo de elasti- 
cidad al cortante G. 

Anteriormente se considero tan solo la deformacion de un ele- 
mento de una viga producida por la action de momentos flexionan- 
tes (vease la Fig. A-2c). En la presente discusion solo se tomaran en 
cuenta las deformaciones producidas por fuerzas cortantes V. Estas 
deformaciones consisten en un desplazamiento relativo dx de un 
lado del elemento con respecto a otro (vease la Fig. A-4c). El despla- 
zamiento dx esta dado por la expresion 

/ (A-23) 

en donde A es el area de la seccion transversal y/ f es un factor de 
forma que depende de la forma de la seccion transversal. Los valores 
del factor de forma para varias formas-^de la seccion transversal se 
dan en el Apendice C. La cantidad (GA/f/se denomina ri gidez aj^cgr - 
tante de la barra. 

La presencia”d'e las deformaciones por cortante dx en los ele- 
mentos de una viga significa que el desplazamiento total de cual- 
quier otro pun to a lo largo de la viga se vera influido tanto por la 
deformacion por flexion como por la deformacion por cortante. Ge- 
neralmente, los efectos del cortante son pequenos comparados con 
los efectos de flexion y se pueden despreciar; sin embargo, si se desea 
incluir las deformaciones por cortante en los calculos de desplaza- 
mientos, es posible hacerlo empleando el metodo de carga unitaria, 
segun se describio en el Art. A. 2. 

En algunos casos elementales l as (deflexiones) debidas a defor- 
maciones por cortante se pueden calcular por aplicacion directa de la 
Ec. (A-23). Esta ecuacion se puede emplear, por ejemplo, en calcu- 
lar la deflexion A en el extremo de la viga en voladizo de la Fig. A-4a. 
La porcion A., de la deflexion total, que se debe unicamente al efecto 
de deformaciones por cortante, es igual a (veanse las Ecs. A-21 y 
A-23) ,, //> . , 

(A - 24) 


(A-24) 


La parte restante A & de la deflexion se debe a la flexion y se puede 
encontrar integrando a la Ec. (A-ll). Sin embargo, la Ec. (A-ll) 
se dedujo sobre la base de que la deflexion hacia arriba A era positi- 
va, mientras que en la Fig. A-4a la deflexion A es hacia abajo. Por lo 
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tanto, se hace necesario cambiar el signo de la expresion que apa- 
rece en la Ec. (A-ll); el resultado es: 

Av = Jo ~ ~ Wz dx 

El momento flexionante M para la viga esta dado por la Ec. (A-20) 
y, cuando esta expresion se sustituye en la ecuacion de arriba, se 
obtiene la siguiente expresion: 


A _ f L (L-.^l dx ^fR. 

Alb / T,ir 0 77»r 


(A-25) 


Sumando las deflexiones debidas tanto a las deformaciones por fle- 
xion eomo a las deformaciones por cortante se obtiene la deflexion 
total A, como sigue: ^ 


A = At -f A, ■= 


PJl_ fPL 
3 EIz + GA 


(A-26) 


De esta ecuacion se encuentra que la relation de la deflexion por cor- 
tante y la deflexion por flexion es 3 fEI z /GAL-. Esta relacion es 
muy pequena comparada con la unidad, excepto en el caso de vigas 
cortas y peraltadas; por lo tanto, en la mayoria de los casos se puede 
despreciar. 

Deformaciones por temperatura. Cuando la temperatura de una 
estructura varia, existe una tendencia a producir cambios en la 
forma de la estructura. Las deformaciones y desplazamientos resul- 
tantes pueden ser de importancia considerable en el analisis de la es- 
tructura. A fin de obtener formulas para deformaciones debidas a tem- 
peraturas, considerese la barra mostrada en la Fig. A-5a. Un cambio 
uniforme de temperatura a lo largo de la barra produce un aumento 
en la longitud de la barra dado por 


AL = aL(AT) 


(A-27) 


en donde A L es el cambio de longitud (el signo positivo indica alarga- 
miento); « es el coeficiente de expansion termica; L es la longitud de 
la barra; y A T es el cambio en temperatura (el signo positivo indica 
aumento en la temperatura). Ademas, todas las otras dimensiones de 
la barra se cambiaran proporcionalmente, pero solo el cambio de lon- 
gitud sera de importancia en el analisis de estructuras reticulares. 

La deformacion de un elemento de la barra de longitud dx (Fig. 
A-5a) sera analoga a la de la barra entera. La deformacion longitu- 
dinal del elemento se muestra en la Fig. A-5b, y se ve que es del 
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Fig. A-5. Deformaciones por temperatura 

mismo tipo de la producida por una fuerza axial (vease la Fig. A-lb). 
Esta deformacion esta dada por la expresion ^ ^ 

dA = a(AT)dx 

La Ec. (A-28) se puede usar para calcular los desplazamientos de es- 
tructuras debidos a cambios uniformes de temperaturas, segun se 
describe en el siguiente articulo. 

jg Una diferencia de temperatura entre dos lados de la barra pro- 
duce que cada elemento de la barra se deforme como se muestra en 
laj^i^^^Cbc^ Si la temperatura varia linealmente entre T 2 en la 
pa^te-superior de la viga y una temperatura mayor T x en la parte 
inferior de la viga, las secciones transversales de la viga permanece- 
ran planas, segun se ilustra en la figura. El angulo relativo de rota- 
cion d8 entre los lados del elemento es — ^ 


(A-29) 


en donde d es el peralte de la viga. La deformacion representada por 
el angulo do en la Ec. (A-29) es similar a la producida por momentos 
flexionantes que actuan en una viga (vease la Fig. A-2c). El uso de 
la Ec. (A-29) para encontrar desplazamientos de viga, tambien se 
mostrara en el Art. A.2. 

Las formulas en los parrafos anteriores han sido presentadas 
para referenda en la solucion de problemas y ejemplos que se en- 
cuentran a lo largo del libro. Debe ser consultado, para un estudio 
mas completo de las informaciones, un libro de texto sobre meca- 
nica de materiales. 

A.2. Metodo de la carga unitaria. El metodo de la carga unitaria 
es muy general y versatil para calcular desplazamientos de estructu- 
ras. Se puede emplear (en teorla) ya sea para estructuras determi- 
nadas o indeterminadas, aunque para calculos practicos se emplean 
casi exclusivamente para estructuras estaticamente determinadas, 
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debido a que su uso requiere que los esfuerzos resultantes se conoz- 
can en toda la estructura. El metodo se puede emplear para deter- 
minar los desplazamientos producidos por las cargas sobre una 
estructura, asi como los deplazamientos producidos por cambio de 
temperatura, mal ajuste de las partes y otros efectos. Los efectos 
de las deformaciones axial, por flexion, por cortante y por torsion se 
pueden incluir en los calculos. Las ideas fundamentales del metodo de 
la earga unitaria se describen en este articulo, en donde se resuelven 
varios ejemplos numericos. En toda la discusion se supone que los 
desplazamientos de la estructura son pequenos y que el material es 
linealmente elastico. 

La ecuacion basica del metodo de la carga unitaria se deduce 
generalmente del principio de trabajo virtual y, por lo tanto, el me- 
todo es en ocasiones denominado metodo de trabajo virtual. Se 
conoce tambien como el metodo de la carga virtual y el metodo de 
Maxwell-Mohr. El primer nombre proviene del uso de una carga fic- 
ticia o virtual (como mas adelante se describe); el ultimo nombre 
se usa debido a que J. C. Maxwell, en 1864, y O. Mohr, en 1874, de- 
dujeron el metodo independientemente. 

Se deben considerar dos sistemas de carga cuando se usa el me- 
todo de la carga unitaria. El primer sistema consiste de la estructura 
en su condition real, esto es, sujeta a las cargas reales, cambios de 
temperatura u otros efectos. El segundo sistema consiste en la misma 
estructura sujeta a una carga unitaria correspondiente al d.esplaza-7 
< miento deseado en la estructura real. La caxga unitaria es una carga 
ficticia o virtual y se introduce unicamente para propositos de ana- 
lisis. Una cargjp miitaria correspondiente a l despla zamiento significa 
una carga en el punto particular de la estructu ra donde el desplaza- 
miento se va a determinar . y que actu a. en la ^^OOT^^^iBvT' s de’“““ 
ese desplazamiento. El termino “desplazamiento” se usa aqul^en ’er 
'■^ehtTdo ^neralT^dmo se discutio en el Art. 1.4. Por lo tanto, un des- 
plazamiento puede ser la translacion de un punto en la estructura, 
el angulo de rotacion del eje de un miembro o una combination 
de translaciones y rotaciones. Si el desplazamiento por calcular |n una 
translacion, la carga unitaria es una fuerza concentrada en el punto 
donde el desplazamiento ocurre. Ademas, la carga unitaria debe estar 
en la misma direction que el desplazamiento y tiene el mismo sen- 
tido positivo. Si el desplazamien torpor calcular es una rotacion, en- 
tonces la carga unitaria es un par en "el punto donde la rotacion 
ocurre, y se supone positivo en elTmismo sentido de una rotacion po- 
sitiva. Similarmente, si el desplazamiento es el desplazamiento rela- 
tivo de dos puntos a lo largo de la linea que los une, la carga unitaria 
consiste de dos fuerzas colineales y opuestas que actuan en los dos 
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puntos; si el desplazamiento es una rotacion relativa entre dos pun- 
tos, la carga unitaria consiste de dos pares iguales y opuestos aplica- 
dos en los puntos. 

Las acciones (fuerzas y pares) en la estructura debidas a la 
carga.,upijaria,-X 3 ue..^es^el _segundo sistema de carga, constituyen un 
^tist ema de acciones en equihbria\ De acuerdo con el principio de 
trabajo virtuaT7^T¥lm"^Memar deformable en equilibrio se le da un 
pequeno desplazamiento virtual, el trabajo total de las acciones ex- 
ternas es igual al trabajo total de las acciones internas. Las acciones 
internas (o esfuerzos resultantes) producidas por la carga unitaria 
en el segundo sistema se jrepresentaran por los simbolos N c; , M r , T u 
y V v que indican la fuerza axial, momento flexionante, par de tor- 
sion y fuerza cortante, respectivamente, actuando en cualquier sec- 

cion transversal en los miembros de la estructu ra . 

...Los desplazamientos virtuales del' segundo sistema ; se toman 
igual a los desplazamientos reales del primer sistema, 'esto es, igual 
a los desplazamientos eausados por las cargas reales, cambios de 
temperatura, y asi sucesivamente. Las deformaciones en el primer 
sistema se indicaran como dA para deformation axial (vease la 
Fig. A-lb), de para deformation por flexion (vease la Fig. A-2c), 
d<f> para deformation por torsion (vease la Fig. A-3b) y d\ para de- 
formation por cortante (vease la Fig. A-4c). Por lo tanto, el trabajo 
hecho en el segundo sistema por las acciones internas que actuan 
en un elemento de la estructura cuando las deformaciones dA, dd, 
dcf) y dx se imponen a ese elemento seran 


NudA + Mudd + Tud4> + Vud\ 


El primer termino en esta expresion representa el trabajo hecho por 
la fuerza axial N v (producida por la carga unitaria) cuando el des- 
plazamiento dA (debido a las cargas reales o a otros efectos) se im- 
pone al elemento. Una manifestation similar se puede hac.erjcespecto 
de cada uno de los otros terminos. Entonces, el trabajo total de las 
acciones internas es v — 

J NudA J Mudd + J Tudxf) 4 - J VudX 

donde las integraciones se efectuan para todos los elementos de la 
estructura. “ 

El trabajo hecho por las acciones extemas es el mismo que el 
trabajo hecho por la carga unitaria, debido a que la carga unitaria 
es la unica fuerza externa (o par) que se nueve durante el despla- 
zamiento virtual. Este trabajo es 
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en donde A representa el desplazamiento deseado debido al primer 
sistema de carga. Formando una ecuacion del trabajo de las acciones 
externa e interna, da la ecuacion fundamental del metodo de la car- 
ga unitaria: 

A = j NudA + I MudS + f T v d<$> + f Y v d\ (A-30) 

En esta ecuacion, A representa el desplazamiento que se va a calcu- 
lar; N v , M U} T v y representan las fuerzas axiales, momentos fle- 
xionantes, pares de torsion y fuerzas cortantes producidas por una 
carga unitaria correspondiente a A; y dA, dd, d<f> y dA representan las 
deformaciones producidas por el sistema real de carga. Debido a que 
la carga unitaria se ha separado de la parte izquierda de la Ec. 
(A-30), dejando unicamente el termino A, se hace necesario consi- 
derar las cantidades N v , M U} T v y V^ como si tuvieran las dimensio- 
nes de fuerza o momento por unidad de la carga unitaria aplicada. 

Las cantidades dA, dd, d</> y dA que aparecen en la Ec. (A-30) se 
pueden expresar en terminos de las propiedades de la estructura. La 
expresion para dA, cuando las deformaciones axiales son producidas 
por cargas unicamente, es (compare con la Ec. A-3): 


dA — 


N Ldx 
EA 


en donde N L representa la fuerza axial en el miembro debida a las 
cargas reales en la estructura. Similaxmente, si las deformaciones 
son producidas por un aumento uniforme de temperatura, la expre- 
sion para dA es (vease la Ec. A-28) : 


dA = a(AT)dx / 


en donde « es el coeficiente de la expansion termica y aT es el cam- 
bio de temperatura. Las expresiones para las cantidades de deforma- 
cion restantes debidas a las cargas (compare con las Ecs. A-8, A-17 
y A-23) son: 


d\ = 


fV L dx 

GA 


Las cantidades M L , T L y V L representan el momento flexionante, el 
par de torsion y la fuerza cortante producidas por las cargas. Si hay 
diferencia de temperaturas a lo largo de la viga, la Ec. (A-29) se 
puede usar para la deformacion dd. 

Cuando las relaciones dadas arriba para las deformaciones debi- 
das a las cargas, unicamente se sustituyen en la Ec. (A-30), la ecua- 
cion para el desplazamiento toma la forma 
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NuN L dx 


MuMidx 


TuTr.dx 


fVu V L dx 
GA 


(A-31) 


Cada termino en esta ecuacion representa el efecto de un tipo de 
deformacion en el desplazamiento total A que se va a encontrar. En 
otras palabras, el primer termino representa el desplazamiento pro- 
ducido por deformaciones axiales; el segundo termino representa el 
desplazamiento producido por deformaciones de flexion; y asi, sucesi- 
vamente, para los terminos restantes. Las convenciones de signo em- 
pleadas para las cantidades que aparecen en la Ec. (A-31) deben ser 
consistentes entre si. Por lo tanto, las fuerzas axiales N {/ y N L se 
deben obtener de acuerdo con la misma convention; por ejemplo, la 
tension es positiva. Similarmente, los momentos flexionantes M v y 
M l deben tener la misma convencion cie signo, asi como tambien T v 
y T l , y Vu y V/,. Unicamente si las convenciones de signo son consis- 
tentes el desplazamiento A tendra el mismo sentido positivo de la car- 
ga unitaria. 

El procedimiento para calcular un desplazamiento por medio de 
la Ec. (A-31) es como sigue: (1) deiterminense las fuerzas y los 
momentos en la estructura debidos a las cargas (esto es, obtenga N L , 
Ml, T l y V L ); (2) coloquese una carga unitaria en la estructura co- 
rrespondiente al desplazamiento A que se va a encontrar; (3) deter- 
minense las fuerzas y los momentos en la estructura debidos a la 
carga unitaria (esto es, encuentrense N v , M v , T v yV P ); (4) formen- 
se los productos mostrados en la Ec. (A-31) e integrese cada termino 
para toda la estructura; y -fS) sume los resultados para obtener el 
desplazamiento total. 

Generalmente, no todos los terminos dados en la Ec. (A-31) se 
requieren para el c^lculo de desplazamientos. En una armadura con 
nudos articulados y con cargas que actiian solo en los nudos, no exis- 
tiran deformaciones por flexion, torsion y cortante. Ademas, si cada 
miembro de la armadura es prismatico el area de la section transver- 
sal A sera constante para cada miembro. En tal caso la ecuacion 
para A se puede escribir como 


a _ v -fy uNlL 
^ EA 


(A-32) 


en donde L representa la longitud de un miembro. La suma se efec- 
tua para todas las barras de la armadura. 

En una viga es claro que unicamente las deformaciones por fle- 
xion, son importantes. Por lo tanto, la ecuacion para los desplaza- 
mientos se simplifica a 


M.gM Ldx 
El 


(A-33) 
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En ana forma analoga, es posible calculax desplazamientos emplean- 
do una combinacion apropiada de terminos de la Ec. (A-31), depen- 
diendo de la naturaleza de la estructura y del grado de refinamiento 
que se requiere en el analisis. Se pueden emplear otxos terminos 
cuando los desplazamientos debidos a cambios de temperatura, de- 
formaciones previas, etc., se van a encontrar. Todo lo que se necesita 
es sustituir en la Ec. (A-30) las expresiones apropiadas para las 
deform aciones. Se daran ahora algunos ejemplos del uso del metodo 
de la carga unitaria. 

Ejemplo 1 . La armadura mostrada en la Fig. A-6a esta sujeta a las cargas 
P y 2P en el nudo A. Se supone que todos los miembros de la armadura tienen 
la misma rigidez axial EA. El desplazamiento horizontal A t , del nudo B (posi- 
tivo hacia la derecha) se va a calcular. 



-jf 


Fig. A-6. Ejs. 1 y 2 

Los calculos para el desplazamiento A,, por el metodo de la carga unitaria, 
estan dados en la Tabla A-l. Las primeras dos columnas en la tabla identifican 
las barras de la armadura y sus longitudes. Las fuerzas axiales N L , que se de- 


Barra 

Longitud 

N L 

Nv 

NvNlL i Nv 

NvNlL 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) i (6) 

(7) ' 

AB 

AC 

BD 

CD 

CB 

L 

L 

L 

L 

V2L 

/A\ 

/ —2 P \ 

1 pJ 

! 0 / 

\-V2P 

\ A 

(E 

(H 
-1 v ' 
(W 
vV 

0 1 -1/V2 

0 ! -1/V2 

— PL | -1/V2 

0 | -1/V2 

-2V2PLI 1 

-PL/V 2 
2PL/V2 
-PL/V 2 
0 

-2 PL 


-3.S2S PL ; 

I 

-2 PL 


terminan por equilibrio estatico para la armadura mostrada en la Fig. A-6a, se 
enumeran en la columna (3) de la tabla. La carga unitaria correspondiente al 
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desplazamiento A x se muestra en la Fig. A-6b y las fuerzas axiales resultantes 
N v se dan en la columna (4). Finalmente, los productos N L -N ,L se obtienen 
para cada miembro (columna 5), sumados y divididos entre EA. Por lo tanto, 
el desplazamiento A 1 es (vease la Ec. A-32): 

PI 

A, - -3.828- 

El signo negativo en el resultado significa que Aj es en la direccion opuesta de 
la carga unitaria (esto es, hacia la izquierda). 

Un procedimiento similar se puede emplear para encontrar cualquier otro 
desplazamiento de la armadura. Por ejemplo, suponga que se desea determinar 
el desplazamiento relativo A, de los nudos A y D (vease la Fig. A-6a) a lo largo 
de la linea que los une. La correspondiente carga unitaria consiste en dos fuer- 
zas unitarias, como se muestra en la Fig. A-6c. Las fuerzas axiales resultantes 
N v en la armadura se enumeran en la columna (6) de la Tabla A-l, y los 
productos N v N l L se dan en la columna (7). Por lo tanto, el desplazamiento re- 
lativo de los nudos A y D es 



en donde el signo menos indica que la distancia entre los puntos A y D ha 
aumentado (esto es, es opuesta al sehtido de las cargas unitarias). 

Ejemplo 2. Considere de^nuevo la armadura mostrada en la Fig. A-6a y 
suponga ahora que la barra(jBJ/ se ha fabricado con una longitud que es mas 
grande en una cantidad e que la longitud teorica L. El desplazamiento horizon- 
tal A x del nudo B y el desplazamiento relativo A a entre los puntos A y D se van a 
determinar (veanse las Figs. A-6b y A-6c) para las cargas unitarias correspon- 
dientes. 

Cualquier desplazamiento de la armadura producido por la longitud incre- 
mentada del miembro BD se puede encontrar empleando la Ec. (A-30) y rete- 
niendo unicamente el primer termino en el lado derecho. Para una armadura la 
ecuacion se puede expresar en la forma 

A = 23 Nv (AL) 

en donde la suma se efectua para todos los miembros de la armadura y AL re- 
presenta el cambio en la longitud de cualquier miembro. En este ejemplo la 
unica barra en la armadura de la Fig. A-6a que tiene un cambio de longitud es 
la misma barra BD y, por lo tanto, hay unicamente un termino en la suma. 
Para la barra BD, el termino AL es 

AL = e 

Al encontrar el desplazamiento horizontal del nudo B, la fuerza en la barra 
BD, debida a la carga unitaria mostrada en la Fig. A-6b, es 

Nv = -1 

como se muestra en el tercer renglon de la columna (4) en la Tabla A-l. Por 
lo tanto, el desplazamiento del nudo B es 

t Ai = — e 

y es hacia la izquierda. 
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Cuando se va a encontrar la reduccion de la distancia entre los nudos A y 
D, debida al aumento de longitud de la barra BD, el valor para N u se convier- 
te en 

Nu = - 4 = 

V2 

como se da en la columna (6) de la Tabla A-l; por lo tanto, 

. e 

A2 — — / - 
\ r 2 

El signo negativo para A., muestra que los nudos A y D se mueven alejandose 
uno del otro. 

Un cambio uniforme de temperatura en una o mas barras de la armadura 
se maneja en la misma forma que un cambio de longitud. La unica diferencia 
es que el cambio de longitud AL ahora se da por la Ec. (A-27). Por lo tanto, el 
desplazamiento horizontal del nudo B, debido a un aumento de temperatura de 
T grados en el miembro BD, se convierte en 

A, - -clLT 

y el cambio en la distancia entre los puntos A y D se convierte en 

aLT 

vs 

Ejemplo 3. La viga en voladizo AE mostrada en la Fig. A-7a esta sujeta 
a car gas en los puntos B, C, D y E. Los desplazamientos de translacion A, y A. 
de la viga (positivos hacia arriba) en los puntos C y E, respectivamente, se 
van a determinar. 

TABLA A-2 


Seg- 

mento 

Limites 
para x 

Ml 

Carga unitaria en C j 

Carga unitaria en E 

Me 

pMcMudx | 

Mu 

J MvMlcIx 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 



P 


17PL 3 ! 


41PL 3 

AB 

0 a L/2 

2 (4x + L) 

L — x 

48 

2 L — x 

48 



3 PL 


3 PL 3 ! 


15 PL 3 

BC 

L/2 a L 

2 

L — x 

16 

2L — x 

16 


3 L 

PL 




3 PL 3 

CD 


2 

0 

0 

2L — x 

16 


3 L 





PL 3 

DE 

T a 2L 

P(2L - x ) 

0 

0 

2 L — x 

24 
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Los desplazamientos A 1 y A 2 se pueden encontrar de la Ec. (A-33), que se 
expresa en terminos de los momentos flexionantes M L y M v . Los primeros mo- 
mentos se deben a las cargas reales en la viga; los ultimos se deben a las car- 
gas unitarias correspondientes a los desplazamientos deseados. Se deben obte- 
i ner las expresiones para M h y M v para cada segmento de la viga entre cargas 

aplicadas, y entonces estas expresiones se sustituyen en la Ec. (A-33) para 
obtener los desplazamientos. 

Los calculos requeridos se muestran en la, Tabla A-2. Las dos primeras co- 
lumnas de la tabla enumeran los segmentos de la viga y los limites para la 
distancia x, que se mide desde el apoyo empotrado. La columna (3) da las 
expresiones para los momentos flexionantes en la viga debidos a las cargas 
re ales, suponiendo que la compresion en la parte superior de la viga corresponde 
a momento flexionante positivo. Los momentos M u en la columna (4) son 
aquellos producidos por una carga unitaria en el pun to C (Fig. A-7b). Estos 
momentos se evaluan de acuerdo con la misma convencion de signo que se 
I uso para determinar los momentos M L . En seguida, la columna (5) muestra los 

resultados de evaluar la integral dada en la Ec. (A-33), excepto que el factor El 
ha sido omitido, ya que se supone que es el mismo para todos los segmentos de 



la viga. Cuando se suman las expresiones en. la columna (5) y el total es di- 
vidido entre El, el resultado es el desplazamiento correspondiente a la carga 
unitaria. Por lo tanto, el desplazamiento en el punto C en la direccion de y es 

a jjPZj ! | 

_ 

^y-'es en la direccion positiva del eje y (hacia arriba). 

Los calculos para la translacion en el punto E se muestran tambien en la 
Tabla A-2 (veanselas columnas 6 y 7). La carga unitaria empleada en establecer 
los momentos M v se muestra en la Fig. A-7c. El resultado de los calculos es 

A _ 97PL3 

As ~ 48 El 


el cual, siendo positivo, muestra que la translacidn es en la direccion del eje y. 


Ejemplo 4. En este ejemplo se supone que la viga mostrada en la Fig. 
A-7a esta ahora sujeta a una diferencia de temperatura tal que el fondo de la 
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viga esta a una temperatura T x , mientras que la parte superior de la viga esta 
a una temperatura T 2 (vease la Fig. A-8). La formula para los desplazamientos 
se obtiene empleando unicamente el segundo termino del lado derecho de la 
Ec. (A-30) y sustituyendo para de la expresion dada en la Ec. (A-29); por lo 
tanto, 


A = 


„ „ a(Ti - T 2 )dx 

iviu ; 

a 


E 


Fig. A-8. Ej. 4 

Las expresiones para M^- que se van a sustituir en esta ecuacion se dan en las 
columnas (4) y (6) de la Tabla A-2, suponiendo que las translaciones vertica- 
les A x y A„ en los puntos C y E se van a encontrar. Los calculos se convierten 
como sigue: 



Ai 

A2 


a(T l -T s ) f L , T . , <x(Ti — Ti)U 

—~T~J 0 (L -^ = 2d 


a(T 1 - T 2 ) 
d 


(2 L — x)dx 


2 a(T, - T 2 )L 2 


Estos resultados muestran que si T 1 es mayor que T.,, la viga se deforma hacia 
arriba. 

Los ejemplos anteriores ilustran la determinacion de desplazamientos de 
translacion en armaduras y vigas debidos a varias causas. Otros tipos de es- 
tructuras se pueden analizar en una forma analoga. Tambien, tecnicas que 
son similares a las ilustradas se pueden emplear para encontrar rotaciones en 
un punto (la carga unitaria correspondiente a una rotacion es un par unita- 
rio), asi como tambien para obtener desplazamientos debidos a deformaciones 
por cortante y por torsion, todas las cuales se incluyen en la Ec. (A-30). 


A.3. Desplazamientos de vigas. En muchos de los problemas y 
ejemplos dados en los Caps. 1, 2 y 3 es necesario determinar despla- 
zamientos de vigas. Tales desplazamientos se pueden encontrar en 
todos los casos por el metodo de la carga unitaria, aun cuando otros 
metodos estandar (incluyendo la integracion de la ecuacion diferen- 
cial para desplazamientos de una viga y el metodo del momento 
area) pueden tambien ser convenientes. En la mayoria de los ejem- 
plos, sin embargo, los desplazamientos deseados se pueden obtener 
con la ayuda de las formulas dadas en la Tabla A-3 para vigas pris- 
maticas. p \ 



Fig. A-9 
















510 


ANAEISIS DE ESTRUCTURAS RETICULARES 


Como una ilustracion del uso de las formulas, considerese una 
viga en voladizo con El constante que esta sujeta a una carga con- 
centrada P en su punto medio (Fig. A-9). El desplazamiento A en el 
extremo de la viga se puede obtener rapidamente haciendo la si- 
guiente observacion: el desplazamiento A es igual al desplazamiento 
en B mas la distancia de B a C multiplicada por la rotacion en B. Por 
lo tanto, empleando el Caso 7 en la Tabla A-3, se obtiene la siguiente 
expresion : 


A 


A b + 


P 



1 

3 El 


+ P 


f-V— - 

V 2/ 2EI 2 


5PL 3 

48PJ 


Las tecnicas de esta clase pueden ser muy utiles para encontrar des- 
plazamientos en vigas y marcos pianos. 


APENDICE B 

ACCIONES DE EXTREMO PARA MIEMBROS 
RESTRWGIDOS 


Un miembro restringido es aquel cuyos extremos estan restrin- 
gidos contra desplazamiento (translation y rotacion), como en el 
caso de una viga doblemente empotrada. Las acciones de extremo 
para un miembro restringido son las acciones de reaction (fuerzas y 
pares ) desarrolladas en los extremos ciiando el miembro esta sujeto 
a car gas, cambios de temperatura u otios efectos. Los miembros res- 
tringidos se encuentran en el metodo de analisis de la rigidez (vease 
el Art. 2.8) y tambien en la determination de cargas equivalentes de 
nudo (veanse los Arts. 3.2 y 4.5). 

En este apendice se dan formulas para acciones de extremo en 
miembros restringidos debidas a varias causas. Se supone en cada 
caso que el miembro es prismatico. 

La Tabla B-l da acciones de extremo en vigas empotradas que es- 
tan sujetas a varias condiciones de cmga. Como se muestra en la 
figura en la parte superior de la tabla, la longitud de la viga es L, los 
momentos reactivos a los extremos izquierdo y derecho se indican 
por M a y M b , respectivamente, y las fuerzas reactivas se indican por 
R a y Rb, tambien en forma respectiva, Los momentos son positivos 
cuando son en el sentido de las manecillas del reloj; las fuerzas son 
positivas cuando son hacia arriba. Se dan formulas para estas canti- 
dades en los Casos 1, 2, 5, 6, 7 y 8. Sin embargo, los Casos 3 y 4 di- 
fieren ligeramente debido a la naturaleza especial de las cargas. En 
el Caso 3 la carga es una fuerza axial P y, por lo tanto, las unicas 
reacciones son las dos fuerzas axiales mostradas en la figura. En el 
Caso 4 la carga es un par de torsion T, el cual produce reacciones 
unicamente en forma de pares de torsion. 

Todas las formulas dadas en la Tabla B-l se pueden deducir por 
metodos estandar de mecanica de materiales. Por ejemplo, muchas 
de las formulas para vigas se pueden obtener integrando la ecuacion 
diferencial para flexion de una viga. El metodo de la flexibilidad, se- 
gun se describio en el Art. 2.2, tambien se puede emplear para obte- 
ner las formulas. Ademas, los casos mas complicados de carga fre- 
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cuentemente se pueden obtener de los casos mas sencillos empleando 
el principio de superposition.* 

Las acciones de empotramiento debidas a cambios de temper atu- 
ra se enumeran en la Tabla B-2. El Caso 1 de esta tabla es para una 
viga sujeta a un aumento uniforme de temperatura de T grados. 
Las acciones de extremo resultantes consisten de fuerzas axiales de 
compresion que son independientes de la longitud del miembro. El 
segundo caso es una viga sujeta a una diferencia de temperatura tal 
que la parte superior de la viga esta a una temperatura T 2 , mien- 
tras que la parte inferior esta a una temperatura T x . La temperatura 
en el eje centroidal se supone que permanece sin cambio, por lo cual 
no hay tendencia a que la viga cambie de longitud. En este caso las 
acciones de extremo consisten unicamente en momentos. 


TABLA B-2. ACCIONES DE EMPOTRAMIENTO PRODUCIDAS 
POR CAMBIOS DE TEMPERATURA 



La Tabla B-3 muestra las acciones de empotramiento debidas a de- 
formaciones previas en miembros. Una deformation previa es una 
deformation inicial en un miembro, que produce que las acciones de 
extremo se desarrollen cuando los extremos del miembro estan suje- 
tos en las posiciones de restriction. El ejemplo mas simple de defor- 
mation previa se muestra en el Caso 1, donde se supone que el 
miembro AB tiene una longitud inicial que es mayor que la distancia 

* Una tabla mas extensa para acciones de empotramiento producidas por cargas, se da en 
Moment Distribution, por J. M. Gere, D. Van Nostrand Co., Inc., Princeton, N. J., 1963. Tam- 
bien se incluyen formulas y graficas para acciones de empotramiento en miembros no pris- 
maticos. 
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TABLA B-4. ACCIONES DE EMPOTRAMIENTO PRODUCIDAS 
POR DESPLAZAMIENTOS DE EXTREMO 
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ACCIONES DE EXTREMO PARA MIEMBROS . . . 


TABLA B-5. ACCIONES DE .EXTREMO PARA MIEMBROS 
DE ARMADURAS 



entxe apoyos en una pequena cantidad e. Cuando los extremos del 
miembro estan sujetos a sus posiciones finales, el miembro se habra 
acortado en una distancia e. Las acciones de empotramiento resul- 
tantes son las fuerzas axiales de compresion mostradas en la tabla. 
El Caso 2 es un miembro con una flexion inicial en el mismo. El ul- 
timo caso es un miembro que tiene una curvatura circular inicial tal 
que la deflexion en el centro de la viga es igual a la pequena dis- 
tancia e. 

La Tabla B-4 enumera formulas para acciones de empotramiento 
producidas por desplazamientos de uno de los extremos del miembro. 
Los Casos 1 y 2 son para translaciones axial y lateral en el extremo 
B del miembro a traves de una pequena distancia A, mientras que 
los Casos 3 y 4 son para rotaciones. La rotacion a traves del angulo 
6, mostrada en el Caso 3, produce flexion en el miembro, mientras 
que la rotacion a traves del angulo 4> en el Caso 4 produce torsion. 
Las formulas para la constante de torsion J, la cual aparece en las 
formulas del Caso 4, se dan en el Apendice C para varias formas de 
seccion transversal. 

Las acciones de extremo para miembros de armaduras se enume- 
ran en la Tabla B-5 para tres casos de carga: una carga uniforme, 
una carga concentrada y un par. Los miembros mostrados en las fi- 
guras tienen extremos articulados que estan restringidos contra trans- 
lacion, pero no contra rotacion, debido a que unicamente las transla- 
ciones de nudo son de interes en el analisis de una armadura. Los 
miembros se muestran inclinados en angulo y respecto del hori- 
zontal, a fin de tener una orientacion general. Sin embargo, las ac- 
ciones de extrbmo son independientes del angulo de inclinacion, el 
cual puede tener cualquier valor (incluyendo 0 y 90 grados). Para 
la carga uniforme y concentrada (Casos 1 y 2) las reacciones son 
paralelas a la linea de accion de la carga, mientras que en el Caso 3 
las reacciones son perpendiculares al eje del miembro. 

Si un miembro de una armadura esta sujeto a un aumento uni- 
forme de temperatura, el Caso 1 de la Tabla B-2 se puede usar; si 
esta sujeto a una deformacion previa consistente en un aumento de 
longitud, se puede usar el Caso 1 de la Tabla B-3; si esta sujeto a un 
desplazamiento en la direccion de su eje, se puede emplear el Caso 
1 de la Tabla B-4. 


i 



APENDICE C 


PROPIEDADES DE SECCIONES 


Simbolos en la Tabla 

I z = momenta de inercia de la seccion transversal respecto del eje z 
1 Y = momento de inercia de la seecion transversal respecto del eje y 
A = area de la seccion transversal 
J = constante de torsion 
f = factor de forma para cortante 




RESPUESTAS A PROBLEMAS 
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A *3 = 43.6 plg-k 


4.03 k 


A A/4 = 


3PF 


A pi = 


3 P 


Aft2 = 


2.9-5 

4 

Aa/, - 3 

, 5PF . 

Aa / 2 — A 

ftl » P 

Ar-2 

7 PF 
72 

A A/4 = 


2.9-6 

37 P 

- 4in “ “60" 

59PF 
' " 2 " 360 

A A /3 = 

23 P 
60 

17PF 

360 

2.9-7 

. 49P 

' 721 ~ 120 

4 

Aah - ?2 

. 23 P 

* 722 60 

Aa / 2 = — Aa/3 = - 

25PF 

72 

A A/4 

_ 5FF 
18 

A A/5 = 


17PF 

A A /6 - 72 

127 P 

Ajn " 48 

A R2 — 

79P 

48 



2.9-8 


4FZ 


S 12 = F 34 = 


2 FZ 


13PF 

18 


F 22 = F 3 


6FZ 

F 


F 23 = 


FZ 


2.9-9 


-S33 — 5 F 34 — 


S13 — Su — Ea = 0 

q 9 q SFZ q _ q _ 2FZ 

022 — 40)1 = L 012 — 023 — L 

F44 — F/3 = -Sl4 = -S24 = 0 

2.9-10 S„ = = ~ S 22 = F 33 = Si 4 = F 65 = 8jB/ 


20FZ 

3F 


F 

F 23 = 534 = F45 = (Ss6 = 


F 


2FZ 


2.9- 11 F n = F 44 = 

F23 = F34 = 

2.9- 12 F u = F 44 = 

q _4FZ 

023 — T 


8 FZ 


_ 24 FZ 
F 2 
12 FZ 
F 3 


2Fio — 


4FZ 


F 33 — 


96FZ 

F 3 


F 22 — F 3l 


12FZ 


12FZ 


F„ = -F34 = 


6FZ 

F 2 


2.9- 13 F n = F S5 = 2 F 12 = 2F 4 5 = 166 667 plg-k F 22 = 291 667 plg-k 

F 23 = 62 500 plg-k F 33 = 275 000 plg-k F 34 = 75 000 pig-K 
F 44 = 316 667 plg-k 

. 19P , 79 PF ji: 3 P . 19PF 

2.9- 14 A* - 22 A* = — A« = 22 A« - - 2g4 

2.9- 15 Ami = — A M 2 = 0.433P Ami = 

2.9- 16 Air, = Am 3 = 0.293P • Ajn = 2A M1 

2.9- 17 Ami = A A /3 = 0.293P — 0.060wiF Ami — 0.586P — 0.621'mF 
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Am = P Am = 0.586P Am = -0.414P 
Am = -Am = 0.236P = 5.4am = 0.417P -4. W3 = 0.354P 

= OAAQwL Ar 2 = 2.153ioL -4 /? 3 = 2.968 wL 

Ajm = — 0.44610 L Am — 0 -4 m = 1.707u’L 

S u = $ 22 = $33 - $44 = 1-354 y 2 Su = ~$34 = -0.354 ^4 

s __M 

~ L 


$n = $22 — $33 = $44 — 1.354' 


— $13 = — $34 — 0.354 


q o q _ q _ 0 _ ^ M £ = ,5 

<8ll = <J33 = *844 — *8 66 — £>88 — gQg ^ °22 °<7 

o Q _ mlA q q _ C _ 

$55 — *899 — gyg * 8 l 3 *->46 £>68 

q _ q _ C _ _32.M 

O14 — 018 — £>3fi — p 


$15 = — $19 — $24 — ~ $2 


233 EA 
375 L 


24 EA 

- S37 = ~ $45 = 089 — "”, 9 - £ 


$25 — $29 — 


18 EA 


125 L 

3 " 

3 

2 L 


& = -fr 

4i L-iJ 

up a 


opr — ^ 3u>L ^ 

A m = ^ 2.9-26 A„ = — 40 A R = — 

112 28 26 LJ 0 L- 4 J 

A Rl = 0.36 k A* 2 = 3.34 k -4* 3 = 249.6 plg-k 4 m = -0.72 k 
Am = 8.96 k A m - 46.3 plg-k . 

Ari = —6.24 k Ar 2 = 5.06 k -4 m = 49.7 pies-k 

(a )& = ^ ft .- S.-f ft .- ft.-f &-f 

, *^4 " , W.L 

(b) Sn = 044 = -jy + 2 L ,b22 ~ ^ 55 ~ 2L 3 ~ t ~ L 

„ „ _ 6 fi/ , ^ 

£>13 — 046 — 014 — 2 P 

' _ 3 El _3 El 

$23 ~ $26 = $35 — $56 — g ^ '2 025 2L 3 

q q _,q _6 El 

£>33 = £>66 — 0036 ~ 

AF.T 2EI r, 12 El 

Sn = $33 = $44 = — $12 = $23 = $24 = ~ ^ = 


$22 = 2$l 


. _ 2 3 - 48 -^- 1 

- 4 J 0 12 - y 3 

8 Eh , 4 Eh 


c _ 1 

066 ~ H ' J 


q 

- H ^ l 
= $15 = $16 = 


“ $23 — — $2 


$34 = $5 


$35 — $46 — 


RESPUESTAS A PROBLEMAS 
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A DSl = EA (*- - 1.707 0tT\ A D S2 = EA + 1.707aT^ 

/ \ r j 


= LL4 ( 0.354 ^ - 1.707aT 


AjDS4 =5= Adss 


2.10-11 Aosi = Amsi = —EAaT 


EAsi 12 EIs« 

AdS-2 l + ^3 


aL/(P, - T 2 ) 6£7 s 2 , l2EIsz 

An S * = ^ 77" L 3 * 4j 


CAPITULO 3 

PL , _ L f P x 3.83P 2 1 

Dj = IQEA {54, _9} 3 ' 3 ' 2 ° J “ 2 EA L-5.83P, -P 2 J 

Dj = -lO" 2 {0.351, 10.61, 1.60} pulgadas 
1 [~-33u>L 4 64PL 3 “1 

Dj ~ 1152P7 L 72 wU — 128PL 2 J 

pj 2 

Dj = ~\iki {28L) 24, 58Li 33} 

PJ 2 

Dj = ~\&E~I {4L(? + 9??) ’ 24> 2L(29 + 27??) ’ 33 
en donde 77 = fEI /GAL 2 
PL 3 

Dj = 77 {-3.18,4.18} 

pj 3 

Dj = — 4g77 + 2881/0 en donde \j/ = 7/AL 2 

Dj = ”yy { — 3PL, 8/1/ (2 + 3p), 3PL, -8M} en donde p = EI/GJ 

Am = P {0.396, 0.396, 0.396, -0.604, 0.854, -0.561} 

pj 

Dj = — — {0.604, 2.311} 

Am = {-14.14, - 19.10, — 2S.28, 0.90, 12.86, - 1.28, 20.90, 10, 10.90, 20} 

kips 3.9-3 A„ = P {0.500, 0.433, 0.250} Ar ~ — 

p _ 5wL 3 

Ar = — {228, 79 L, 36, -19L} 3.9-5 Dj = ~^j 

(Am) a = {1.935 kips, 15.56 plg-k} Dj = 0.213 pig 

A.- ^{-9. 8, St) D, - {45, -19} 

P , „ PL 2 

Ar - — {!, 6, H} Dj ~ A8EI 


1 6P7 (2 + 3p) 


{ — 1, 2 + 3p} en donde p = EI/GJ 
CAPITULO 4 


D = -P^- {7, -53} A u = {351, 93L, 1049, 427, 765, -207L} 

384 F, J 576 


384 El J 576 

Am, = y^ {117 , 31 L, 75 , -iOL} A 

A m3 = 7ao { _63 > — 90L6, 255, -69L} 


{124, 15L. 308, -153L} 
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PJ 2 P 

4.9- 2 D - - {6, 13 L] An - — {204, 48 L, 516, 36L} 

A.,. - // Q {204, 48L, 276, -84L} Am « ^ {240, 841, 0, 3 
PIJ P 

4.9- 3 D = pp. {-8, 23} A R = — {24, 2 L, 381, 237, -66, 34L} 

A M , = ~ {12, L, 60, — 25L} A„* = ^ {117, 50L, 27, 40L} 

A M 3 - ~ {105, 52 L, -33, 17L} 

4.9- 4 D = y|^y {— 7L, 2} A R = ~ {228, 79 L, 36, - 19L} 

Am, = ^ {228, 79 L, 36, 17L} Am* = ^ {-36, -17 L, 36, -19L} 

4.9- 5 D = -^gy {16, 15 L, 36} A R = ^ {1, 0, 6} 

A Mi - Y {1, 0, 3, -L) Am2 = ~ {3, L, -1, 0} 

PJ 2 P 

4.9- 6 D = {109, -36, 9} A R » — {646, 24, 1464, 362, -861} 

416L7 416 

Amj - ^ {646, 416L, -230, 22 L) 

A M2 = P {254, -22 L, 578, -140.L} 

416 

Ams = P {470, 140L, 362, -86L} 

416 

4 ' 9 - 7 D = ^ S 7 (387i - 279 '- 819> 

A r = ■— {702, — 1152L, -3159,j3681, -1125L} 

Ami = ~ {351, -576 L, -351, -297L} 

61Z 

A ms = P {-261, 297 L, -963, 54L} 

01 Z ill 

A M3 = — {-1233, — 1332L, 3681, -1125L} 

i j 

El 

4.9- 8 Elementos no cero de Sj rearreglada despues de factorizar — : 

5/n = 25/12 = §5/22 = 45/23 = §5/33 = 25/34 = 5/44 = 8 L 2 

5/13 — — 5/16 = 5/26 — — §5/26 = — 45/27 = 45/36 = §5/37 

= — 5/38 = 5/47 — — 5/48 = 12L 
5/55 — — 5/56 = §5/66 = — 85/67 — §5/77 = 5/78 = 5/88 = 24 

El 

4.9- 9 Elementos no cero de Sj rearreglada despues de factorizar”: 

5/u = 45/12 = 45/16 = §5/22 = 25/24 - 5/44 = 25/66 = 8 L 2 

5/15 = — 5/18 = — §5/23 = 5/27 = §5/28 = §5/34 — §5/48 

= 5/56 = —5/67 = 6L 

§5/33 — — §5/38 = 5/55 = — 5/57 = §5/77 = 5/78 = §5/88 = 12 


t 


528 


ANALISIS DE ESTRUCTURAS RETICULARES 


4.9- 10 Elementos no cero de S. r rearreglada despues de factorizar ^ : 

S/U = —5/16 = 5/44 = —5/47 = 35/68 = --25/67 = #S/77 = 12 
5/12 = 5/15 = 5/26 = 2-5/27 = 5/34 — 25/36 

= — 5/37 = — 5/48 = — 5/56 = 5/78 = 6 L 
5/22 = 35/23 = 65/25 = 5/33 = 65/38 = 35/55 = 35/88 = 12L 2 

El 

4.9- 11 Elementos no cero de S r rearreglada despues de factorizar—; 

5/11 = 25/12 = #S/22 = 25/23 — 25/33 = 25/34 = -15/44 = 25/45 = 5/55 45 

5/16 = —5/17 = 5/26 = —5/28 = 5/37 = “5/39 = 5/48 
= —S/410 = S/59 = —5/510 = 6 L 
5/66 = —S/67 = iS/77 = —5/78 = #S/S8 = —5/89 = 25/99 

= —S/910 = 5/1010 = 12 

2 El 

4.9- 12 Elementos no cero de S, rearreglada despues de factorizar 

5/11 = 45/13 = 45/18 = 2*5/33 = 85/34 = 25/44 = 85/46 

= 45/66 = 25/88 = 8 L 2 

— 5/12 = 5/17 = —25/23 = 25/24 = 5/39 = —25/310 = —25/45 

= — 25/56 = 25/610 = 5/78 — — 5/89 = 6 L 
5/22 ■= — #S/29 — ■ = 35/210 — 35/55 ” — 35/510 45/77 #5/79 

= #5/99 = #5/1010 = 18 

V2 PL , /- 

4.12- 1 D = pi {1 + V2, 1} 

(1 v2 )EAx 

An = ^—=r 

2(1 + V2) 

{-(2 + V2), -(2 + V2), -2(1 + V2), -2V2, - V2, ^2} 

Ami = P{— 1, 0, 1, 0} 

A M2 = (-V2, -(14- V2), V2, -(14- V2)} 

1 + V2 

Am 3 = 7= {lj 0; —1) 0} 

1 4- V2 

PI 

4.12- 2 D = — - {1.30, 1.60} 

jbAx 

A u = P{-3.80, 1.50, -1.00, -0.600, -0.200, 1.10} 

A M1 = P{1.30, -2.00, -1.30, 2.00} A M2 = P{0, 1.00, 0, 1.00} 

A m3 = P{— 1.60, 1.00, 1.60, 1.00} 

A„4 = P {0.500, 0.500, 0.500, 0.500} A M5 = P{- 0.500, 0, 0.500, 0} 
Ams = P{0, 0, 0, 0} 

4.12- 3 D = ~~ { — 1.26, 0} Ar = wL{0, 1.71, —0.446, 0.446, 2.15, 2.97} 

Ami = wL{ 0, 0.500, 0, 0.500} A M2 = wL{0, 0.500, 0, 0.500} 

Am 3 = toL {0.500, 0, 0.500, 0} A M 4 = u;L{1.76, 0, -0.762, 0} 

Ams = u>L{ — 0.500, 0.500, -0.500, 0.500} 

Ams = wL{l.m, 0.500, 0.131, 0.500} 
wT 2 

4.12- 4 D = ~~ {-0.288, -0.815, -0.731} 

JbAx 

Ar = wL{— 0.0630, 0.351, 2.48, -0.288, 2.32} 

A Ml = wL{ — 0.288, 0.300, 0.288, 0.300}- 

A M 2 = wL{ 0, 0.300, 0, 0.300} A M3 = ^L{1.22, 0, -0.416, 0} 


aniliBio do 
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Am4 = wL{\. 13, 0, -0.332, 0} 

Ams = wL {0.080, 0.300, -0.880, 0.300} 

Am 6 = u»L{0.985, 0.300, -0.185, 0.300} 

PT 

4.12- 5 D = {0.667, -2.00, -4.00} 

EAx 

A r = P{ — 2.40, 0.700, 0.21, 0.700, 4.79} 

A M i = P {0.667, 1.00, -0.667, 2.00} A M2 = P{0, -1.00, 0, -1.00} 
A M 3 = P{1.40, 0, -1.40, 0} A M 4 = P {2.07 , 0, -2.07, 0} 

A ms = P{4.33, 0.500, -2.60, 0.500} 

4.12- 6 D = {-2.92, -2.92} 

EAx 

Ah = u>Z/{ — 1.40, 1.40, -1.40, 2.25, 1.40, 2.25} 

A M1 = wL{ 0, 0.400, 0, 0.400} A M2 = wL{ 0, 0.400, 0, 0.400} 

A M 3 = -u;L{0.300, 0, 0.300, 0} A M < = wL{0A50, 0, 0.150, 0} 

A ms = wL{— 2.05, 0.400, 1.45, 0.400} 

Ams = wL{ 2.05, 0.400, -1.45, 0.400} 

EAx 

4.12- 7 Elementos no cero de Sj despues de factorizar _ : 

5/u = — 2*8/15 = —25/17 = — §5/26 ==: §5/28 = §S/36 = aS/as 

= - §5/15 = §S/.,7 = 0.500 

S /16 = — S/18 = S/25 = —5/27 = 5/46 = 5/48 = —0.433 S/22 = 3.23 

S /24 = —1.73 S/33 = — 2S/35 = — 2S/37 = 5/44 = 2.60 

S /55 = S/77 = 2.55 S /56 = 5/66 = “5/ 78 = 5/88 = 1.18 

S /57 = -1.00 

EAx 

4.12- 8 Elementos no cero de S, despues de factorizar -j-~ 

S/n = S /33 = 1.38 

S/12 — — #5/16 — 5/18 — #5/25 ~ 5/27 = Sj 34 2S/35 S/510 

= #S/45 = —S/49 ' #5/57 = #5/59 — #5/68 = #5/6io = — 0.217 
5/13 = 4S/15 = 85/17 = — fS/22 = #5/26 = #S/28 = 4S/35 = 8S/39 
= — fS/44 = #5/46 = #5/410 = 4S/58 ' — 4S/510 = 4S/67 
= — 4S/69 = — 1.00 

S /55 = 1.368 5/66 = 1.79 5/77 = S /99 = 0.559 

S /78 = — 5/9io = 0.467 S/88 = S /1010 = 0.520 

EAx 

4.12- 9 Elementos no cero de Sj rearreglada despues de factorizar — : 

5/11 = 5/33 = 5/77 “ 5/99 = 1 .7 1 
5/12 = 5/27 = S/35 = 5/49 — — 1.00 S/22 = 2.71 

S/14 — 5/15 — — 5/16 = 5/23 — 5/29 = 5/210 = 5/39 5/310 5/46 

= 5/47 = — 5/48 — 5/ 56 = 5/57 = 5/58 , S/66 S/78 

= — 5/88 = — 5/9 io — — S/ioto = 0.707 

S/44 — S/55 = 2.42 

EA x 

4.12- 10 Elementos no cero de S, despues de factorizar - ; 


5/11 = 5/33 — 
5/12 = #5/17 = 
= 5/45 = 

= §S/79 = 

— #5/1112 
5/15 = S/37 = 
5/24 = #5/68 = 


#5/55 — #5/77 ~ 

= —5/18 = —S/27 
#5/46 = §5/511 == 
= # S/7 10 = #5/89 = 

= — §S/121 2 = 

#5/59 = #5/711 
= — 1.25 5/56 


#S/99 = #5/iiu = 2.03 
= #5/28 = —5/34 = #5/35 = 5/36 

— # 5/512 = — # S/61 1 = §5/612 

= §5/810 — — #5/910 = §5/1010 

0.480 

— 1.67 5/22 = S/44 = 1.89 

— tVS /66 = —S/78 = — tVS/89 = —0.440 
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Las respuestas a los problemas del Art. 4.18 estan en unidades de kips, 
pulgadas y radianes. 


4.18-1 


4.18-2 


4.18-3 


4.18-4 


4,18-5 


4.18-6 


4.18-7 


4.18-8 


4.18-9 


D = {-0.000438, -0.00193,0.000532} 

An- = {0.913, 5.97, 227.7, -0.913, 4.03, 43.59} 

Ami = {0.913, 5.97, 227.7, -0.913, 4.03, -87.94} 

A M2 = {4.03, 0.913, 87.94, -4.03, -0.913, 43.59} 

D = {-0.000216, -0.00358, 0.000424} 

A n = {0.360, 3.34, 249.6, 0.360, -0.303, 28.19, -0.720, 8.96, 46 00} 
Ami = {0.360, 3.34, 249.6, -0.360, 2.66, -151.5} 

A m 2 = {-0.360, 0.303, 59.09, 0.360, -0.303, 28.19} 

A M3 = {8.96, 0.721, 92.36, -8.96, -0.721, 46.0} 

D = {0.00671, -0.00147,0.000868} 

Ar = {-5.04, 7.79, -496.3, -4.96, 2.21, 349.5} 

Ami = {5.04, 2.21, 357.9, -5.04, 7.79, -496.3} 

A M2 = {2.21, 4.96, 349.0, -2.21, 5.04, -117.9} 

D = {0.00851, -0.0294, -0.000744} 

A r = {-2.84, 2.42, 74.9, -2.36, 7.80, -245.6, -4.80, 9.79, 142.9} 
Ami = {-2.84, 2.42, 74.9, 2.84, 2.58, -85.0} 

A M2 = {2.36,7.20, 192.0, -2.36,7.80, -245.6} 

A M3 = {9.79, 4.80, 142.9, -9.79, 5.20, -167 0} 

D = {0, -0.000620, 0} 

Ar = {-0.323, 0, -8.55, 0, 0.434, 0, 0.323, 1.57, 8.77} 

Ami = {-0.434, 0,0, 0.434, 0,0} 

A m 2 = {1.52, 0.503, 8.77, 0.215, 0.497, -8.55} 

D = {0.00599, -0.0130, 0.000409} 

Ar = {-6.59, -0.890, 55.1, 0.590, 2.89, 182.1} 

Ami = {6.59, 0.890, 91.9, -6.59, -0.890, 55.1} 

A m 2 = {2.46, 1.63, 182.0, -5.29, 1.20, -91.9} 

D - {0.000507, -0.00187, -0.000159} 

Ar = {-0.677, 0.942, 17.8, -1.01, 0.342, -5.21, 1.69, 2.72, 6.47} 

Ami = {-0.677, 0.942, 17.8, 0.677, 0.258, -4.95} 

A m 2 = {1.01, 0.458, 8.70, -1.01, 0.342, -5.21} 

A m3 = {3.19, 0.276, 6.47, -2.23, 0.444, -3.75} 

Elementos no cero de Sji 
Sj 11 = Sju =1541.7 

5/13 — Sj 13 = 5/37 = 5/46 = 5/412 = — 5 / 6 10 = — 5/79 

= —5/ioi2 — 5000.0 

5/14 = "2 5/28 = i5/ 5U = — §5/88 = -^5/ lm = -1500.0 

5/17 = 5/410 = - 5/77 = - 5 / 10,0 = -41.7 5/22 = 5/44 = 3005.2 

5/23 — 5/26 = — 5/35 = — 5/56 = 1250.0 5/25 = — 5.22 

J5/33 = 25/36 = 5/39 = 15/66 = 5/612 = 15/99 = 15/1212 = 4.0 X 10 5 
Elementos no cero de Sj.- 

5/n = 5/22 = 3041.7 

5/13 = 5/19 = 5/23 = 5/26 = -5/35 = ~5/J 7 = -5/79 = 5000.0 
5/u = S/28 = -S/88 = -3000.0 5/17 = 5/25 = -S/77 = “41.7 

lS/33 = 5/36 = 5/39 = AS/66 = £5/6 12 = 1 5/gg = f5/i 2 i2 = 4.0 X 10 5 
5/14 = 3878.65 S/ 45 = — S/411 = — S/510 = S/1011 = —1143.0 ' 

5/46 = 5/412 = -S/610 = -S/1012 = 2560.0 S/410 = -S/1010 = -878.7 

5/55 = 1585.0 S/56 = 3080.0 S/ 5U = -S/i Ul = -1543.7 

5/512 = — S/6H = —5/1112 = 1920.0 


1 


I N D 


— A — 

Acciones, correspondientes, 23 
definicion de, 20 
entre nudos, 456 
internas, 21 
notacion para, 24 

Acciones de empotramiento, Apendi- 
ce B 

debidas a cambios de temperatura, 
514 

debidas a cargas, 512 
debidas a desplazamientos de extre- 
mo, 515 

debidas a deformaciones previas, 
513 

matrices de, 241, 259, 282, 308, 
320, 329 

para miembros de armadura, 516 
Acciones de extremo de miembro, 88, 
110, 196 

para axmaduras, 121, 168, 285, 298, 
333 

para marcos en el espacio, 193, 344 
para marcos pianos, 185, 309 
para parrillas, 189, 321 
para vigas, 176, 244, 263 
tablas de, 511 

(ver tambien Acciones de extremo de 
miembro) 

Acciones resultantes, 21 
internas, 21 

Acciones y desplazamientos correspon- 
dientes, 22 
Apoyos elasticos, 470 
inclinados, 467 
tipos de, 13 
Apoyos flexibles, 470 
Apoyos inclinados, 467 
Armaduras, deformaciones en, 19 
desplazamientos en, 167 


I C E 


en el espacio, definicion de, 14 
planas, definicion de, 14 
(ver tambien Armaduras planas; 
Armaduras en el espacio) 

Airmaduras en el espacio, analisis por 
el metodo de la flexibilidad, 167 
195 

analisis por el metodo de la rigidez 
322-333 

definicion de, 14 
deform acion en, 18 
desplazamientos de nudo en, 167 
flexibilidad de miembros de, 169 
miembros verticales en, 328 
programa de computacion para, 411 
rigidez de miembros de, 322 
seleccion de ejes de miembro para 
325 

Armaduras planas, analisis por el me- 
todo de la flexibilidad, 73-74, 167 
195, 201 

analisis por el metodo de la rigidez, 
119, 270-298 
definicion de, 17 
deformaciones en, 18 
desplazamiento de nudo en, 167 
flexibilidades de miembros de, 169 
programa de computacion para, 380 
rigideces de miembros de, 124, 270 
294 

Ardculaciones en miembros, 476 
— C— . 

Cambios de temperatura, tabla de ac- 
ciones de empotramiento debi- 
das a, 514 

Carga proporcional, 51 

Cargas, de’ nudo combinadas, 164, 241 
acciones de empotramiento debidas 
a (tabla), 512 
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de nudo equivalentes, 165, 240 
de nudo (reales), 165, 240 
proporcionales, 51 
trabajo efectuado por las, 51 
(ver tambien Cargas de nudo) 

Caxgas de nudo, para armaduras en el 
espacio, 330 

para armaduras planas, 278 
para marcos en el espacio, 342 
para marcos pianos, 307 
para parrillas, 320 
para vigas, 165, 240, 259 
(ver tambien Cargas) 

Cargas de nudo equivalentes, 164, 240 
Cargas entre nudos, 452 
Coeficientes de flexibilidad, 43, 47, 65 
directos, 47 
en cruz, 48, 52 
teorema reciproco para los,. 53 
Coeficientes de influencia, 43 
Coeficientes de rigidez, 44, 48, 102 
directos, 48 
en cruz, 48, 54 
teorema reciproco para, 53 
Comparacion entre los metodos de la 
flexibilidad y de la rigidez, 144 
Compatibilidad, 28, 61 
Conexiones, elasticas, 480 
flexibles, 480 
no-rigidas, 480 
Constante de torsion, 495 
tabla, 519 

Cosenos directores, 271, 291, 298 
— D — 

Deflexiones (ver Desplazamientos) 

De nudo combinadas, cargas, 164, 241 
Deformaciones, por cortante, 17, 20, 
184, 382, 496 
por flexion, 17, 491 
por temperatura, 498 
por torsion, 17, 217, 492 
unitarias, 492-500 

Deformaciones axiales, 17, 76, 128, 
187, 489 

Deformaciones de barras, 17, 489 
Deformaciones previas, en el metodo 
de la flexibilidad, 82, 214 
en el metodo de la rigidez, 134, 451 
tabla de acciones de empotramiento 
debidas a, 513 

Desplazamiento generalizado, 22 


Desplazamientos, Apendice A, 15 
correspondientes, 23 
debidos al cortante, 184 
definicion de, 23 
entre nudos, 456 

metodo de la carga unitaria para, 
167-195, 499; (vease tambien 
Desplazamientos de nudo y Des- 
plazamientos de apoyos) 
notacion para, 24 
tabla de (para vigas), 508 
Desplazamientos de apoyos, 65, 82, 
134, 214, 466 

Desplazamientos de nudo, 88, 198 
acciones de empotramiento debidas 
a (tabla), 515 
en armaduras, 167 
en marcos en el espacio, 193 
en marcos pianos, 185 
en parrillas, 189 
en vigas, 176 

numeracion de, 246, 276, 303, 319, 
329, 342 

Desplazamientos de restricciones (ver 
Desplazamientos de apoyos) 
Diagramas de flujo, 354 

para armaduras en el espacio, 411 
para armaduras planas, 384 
para marcos en el espacio, 428 
para marcos pianos, 392 
para parrillas, 407 
para vigas, 367 

simbolos para manifestaciones en 
los, 358 

Discon tin uidades de miembro, 476 
— E — 

Ecuaciones de accion, 40 
de desplazamiento, 40 
Ejes, orientados con el miembro, 168, 
228 

orientados con la estructura, 168, 
229 

orientados con las restricciones, 468- 
469 

Elasticas, conexiones, 480 
Equilibrio, 26 

ecuaciones de, 103 
Equilibrio estatico, 27 
Esfuerzos en barras, 489-500 
Estructura, desunida, 197 
fija, 100 


i N D I c E 

lib re, 61 
unida, 198 

Estructuras, linealmente elasticas, 17, 
39, 489 
moviles, 35 

reticulares, tipos de, 13 
— F — 

Flexibilidades, definicion de, 40 
de un miembro de armadura, 170 
de un miembro de marco en el es- 
pacio, 193 

de un miembro de marco piano, 
185, 188 

de un miembro de parrilla, 190 
de un miembro de viga, 178 
efecto de corriente en las, 184 
Flexibilidades de miembro (ver Flexi- 
bilidades) 

Fuerza axial, 17, 489 
cortante, 17, 496 

— G — 

Geometria, ecuacion de, 61 
Grados, de indeterminacion cinemati- 
ca, 31 
estatica, 29 
de liber tad, 32 

— I — 

Indeterminacion cinematica, 28, 31 

Indeterminacion estatica, 28 

In ter accion fuerza axial-flexion, 484 

— L — 

Ley de Hooke, 17, 489 

— M — 

Marcos, deformaciones en, 18, 20 
en el espacio, definicion de, 15 
pianos, definicion de, 14 
(ver tambien Marcos pianos; Mar- 
cos en el espacio) 

Marcos en el espacio, analisis por el 
metodo de la flexibilidad, 193, 194 
analisis por el metodo de la rigidez, 
332-345 

definicion de, 15 
deformaciones en, 20 


desplazamientos de nudo en, 192 
ejes principales para miembros de, 
334 

flexibilidades de miembros de, 193 
miembros verticales en, 339 
programa de computacion para, 422 
rigideces de miembros de, 227, 333- 
345 

Marcos pianos, analisis por el metodo 
de la flexibilidad, 76, 185, 195 
analisis por el metodo de la rigidez, 
126, 300-315 
definicion de, 14 
deformaciones en, 18 
desplazamientos de nudo en, 185 
efecto de deformaciones axiales en, 
78-79, 128, 187, 211 
flexibilidades de miembros de, 185 
programa de computacion para, 388 
rigideces de miembros de, 300 
Matrices de cambio, para acciones de 
empotramiento, 455, 474, 477, 481 
para acciones internas, 458 
para desplazamientos intermedios, 
461-462 

para el metodo de la flexibilidad, 
171-199 

Matriz, condensacion de, 476 
Matriz de flexibilidad, 46, 47, 65, 197 
de una estructura desunida, 197 
de una estructura unida, 198 
inversa de la, 48, 95 
simetria de, 52 
Matriz de rigidez, 46, 48, 105 

acciones de extremo de miembro en, 
110 

de miembro, 230 

efectos de deformacion previa en, 
134, 451 

inversa de la, 48, 138 
nudo total, 236 

programa de computacion para. 
Cap. 5 

reacciones por, 110 
resumen, 140, 225 
simetria de la, 53 

Metodo de la carga unitaria, 167-195 
499-510 

para desplazamientos de armadura 
167, 504 

para desplazamientos de marco en 
el espacio, 193 
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para desplazam^ftds d^r marco pia- 
no, 185 

para desplazamientos de viga, 176, 
•506 

para desplazamientos de parrilla, 
189 


para varios sistemas de carga, 174, 
182 

Metodo de la carga virtual (ver Meto- 
do de la carga unitaria) 

Metodo de la flexibilidad, 59-99, 163- 
217 

comparacion con el metodo de la ri- 
gidez, 144 

desplazamientos de apoyo por el, 82, 
214 

desplazamientos de nudo por el, 88, 
166-195 

ecuaciones del, 195 
efectos de deformacion previa en el, 
82, 214 

efectos de temperatura en el, 82, 
214 

reacciones por el, 88 
resumen del, 96, 97, 199 
tabla de matrices usadas en el, 101, 
199 

Metodo de la rigidez, Caps., 4-6 
desplazamientos de apoyo en el, 
134, 466 

efectos de temperatura en el, 134- 
451 


tabla de matrices usadas en el, 142 
Metodo de Maxwell-Mohr (ver Metodo 
de la carga unitaria) 

Miembros, asimetricos, 215 

de armadura, tabla de acciones de 
extremo para, 516 
en armaduras planas, 328 
no prismaticos, 472 
restringidos, acciones de extremo 
para, Apendice B 

numeracion de los, 250, 275, 319- 
323, 329, 341 
simetricos, 215 

verticales, en marcos en el espacio, 
339 


— N — 

Notacion, explicacion de la, 63 
Nudos, tipos de, 13 
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numeracion de, 251, 275, 303, 319, 
329, 342 


— p — 

Par de flexion, 17, 491 
de torsion, 17/493 

Parrillas, analisis por el metodo de la 
flexibilidad, 80, 189, 195 
analisis por el metodo de la rigidez, 
131, 315-322 
definicion de, 15 
deformaciones en, 18 
desplazamiento de nudo en, 189 
flexibilidades de miembros de, 189 
programa de computacion para, 404 
rigideces de miembros de, 315 
Plano de flexion, 14 
Principio de superposicion, 37 
Programa de computacion, Cap. 5 
identificadores usados en (tabla), 
364, 426 

para armaduras en el espacio, 411 
para marcos en el espacio, 422 
para marcos pianos, 388 
para parrillas, 404 
para vigas, 363 

programas, computacion (ver Pro- 
gramas de computacion) 
Propiedades de seccion, 519 
Propiedades de secciones (tabla), 519 

— R — 

Reacciones, 88, 110., 196, 244 
Redundancia (ver Indeterminacion) 
Redundantes, cinematicos, 32 
estaticas, 29 

Relaciones reclprocas, 51 
Resultantes de esfuerzo, 14, 17, 21- 
Rigideces, para miembros con conexio- 
nes elasticas, 48 

para miembros con deformaciones 
con cortante, 482 

para miembros con discon tinuida- 
des, 476 

para miembros con fuerzas axiales, 
483 

para miembros de armadura plana, 
124, 270, 293, 300 
para miembros de parrilla, 315 
para miembros de viga, 108, 118, 
236 


X N D I C E 

de nudo, 109, 236 
para miembros de marcos en el 
espacio, 234, 333 
(ver tambien Rigideces de nudo') 
para miembros no prismaticos, 472 
Rigideces de nudo, para vigas, 255 
para armaduras en el espacio, 330 
para armaduras planas, 278 
para marcos en el espacio, 342 
para marcos pianos, 306 
para parrillas, 320 
(ver tambien Rigideces) 

Rigideces para miembros de viga, 
para miembros de armaduras en el 
espacio, 322 

para miembros prismaticos, 227 
Rigidez, al cortante, 497 
a la flexion, 492 
a la torsion, 494 
axial, 490 
definicion de, 40 

Rotacion de ejes, para parrillas, 315 
en dos dimensiones, 290 
en tres dimensiones, 298 
para apoyos inclinados, 469 
para armaduras en el espacio, 322 
para armaduras planas, 293 
para marcos en el espacio, 333 
para marcos pianos, 300 

— S — 

Sistemas de carga varios, 144, 174, 
182, 200 


Sistemas de numeracion, arbitrarios, 
246 

Superposicion, condiciones para, 38 
ecuaciones de, 37, 61, 91, 103, 106, 
111, 135 
principio de, 37 

— T — 

Teorema de Maxwell, 53 

Temperatura, efectos de, 82, 134, 214, 
451 

Torsion, 17, 493 

Trabajo de las cargas, 52 

Trabajo virtual, metodo del, 500 
principio del, 501 

— V — 

Vigas, analisis por el metodo de la 
flexibilidad, 64, 68, 176, 195, 204 
analisis por el metodo de la rigidez, 
105, 113, 251-270 
definicion, 14 
deformaciones en, 18 
desplazamientos de nudo en, 176 
flexibilidades de miembro de, 178 
no prismaticas, 472 
programa de computacion para, 363 
rigideces de miembros 'de, 108, 118, 
227 

tabla de desplazamientos para, 508 



